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Wellenausbreitung in geschichteten Medien 
) @ bei senkrechtem Einfall und die Anwendung auf Leitungs- 


97 # theorie, elektrische Wellen, Optik, Akustik, Wellenmechanik 
a sowie mechanische und elektrische Vierpolketten 


Von Kurt Altenburg und Siegfried Kästner D 


7. (Mit 12 Abbildungen) 

r In der Arbeit wird zunächst ganz allgemein die Wellenausbreitung für ein- 


dimensionale Probleme im Kontinuum und in diskreten Elementen behandelt. 
Danach werden bei der Betrachtung von geschichteten Medien die Durchlässigkeit, 
Reflexion, Ersatzgrößen und Eigenschwingungen eines Schichtsystems berechnet. 
Abschließend geben einige einfache Beispiele aus den Gebieten der Leitungs- 
theorie, elektrischen Wellen, Optik, Akustik, Wellenmechanik sowie der mechani- 
. schen und elektrischen Vierpolketten Einblick in die vielfältigen Anwendungs- 


214 möglichkeiten. Einzelheiten zeigt die folgende Gliederung der Arbeit. u : ae 

. 229 1. Einleitung 2251. a-Schaltung 

. 253 eorie 

ae 21. Das Kontinuumn 23. Die Wellenausbreitung in ge- 

vorher 211. Grundlagen = ps schichteten Medien 

“a des 212. Lösung der Differentialgleichung 231. Durchlässigkeitsfaktor eines ge- ha 

bie 213. Die Ausbreitungskonstante p und schichteten Mediums 7 

pone, die Wellenkonstante 3 2311. Durchlässigkeit einer Schicht 

abzüge 2131. Die Ausbreitungskonstante 2312. Durchlässigkeit von k-Schichten 

2 2132. Die Wellenkonstante 232. Reflexionsfaktor eines geschich- 

Andes 2133. Die Umkehrformeln teten Mediums 

rape 7, 2321. Reflexion einer Schicht 

\orrek- 21. Grundlagen 2522. Reflexion k-Schichten 

err 222. Lösung des Gleichungssystems 233. Die resultierende Ausheoitungs- 7 
223. Die Ausbreitungskonstante p und konstante und die ee 

die Wellenkonstanten 3, und 3, Wellenkonstanten 

lt ist. 224. Das Ersatzschaltbild eines elek- 

trischen Vierpols 234. Eigenschwingungen eines ge- 

erden. 2241. x-Schaltun BE schichteten Mediums i 

m. = 235. Mathematischer Anhang: Ma- + 

uzügl. 42. T-Schaltung k 
225. Der Zusammenhang zwischen trizenprodukte , ER 

Ausbreitungskonstante, Wellen- 2351. k verschiedene Matrizen 

konstanten und den Elementen 7°92: k gleiche Matrizen 

—— des Ersatzschaltbildes 24. Aufbau von Modellen 
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Anwendung 314. Materiewellen 

Das Kontinuum 32. Diskrete Elemente 

Akustische Wellen 321. Mechanische Vierpole 

Optische Wellen ra 322. Elektrische Vierpole 
. Leitungstheorie 


SEE Die mathematische Behandlung der Ausbreitung der verschiedenen Wellen 
Bra führt stets auf dieselben Grundgleichungen. Aus dieser Tatsache ergeben sich für 


. _ die zahlreichen, auch praktisch wichtigen Probleme zwei Folgerungen: 
ora 1. Es ist möglich, die mathematischen Ergebnisse eines Gebietes mittels 


gewisser ,,Analogien“ auf ein anderes Gebiet zu übertragen. Die grundsätzliche 
mathematische Behandlung ist besonders von der Elektrotechnik (Vierpoltheorie) 
vorangetrieben worden, während die Methoden der numerischen Berechnung bei 
der Behandlung von optischen Problemen gefördert worden sind. Die hierbei für 
ein Gebiet gewonnenen Ergebnisse können jedoch ohne weiteres auf andere Ge- 
biete angewandt werden. 


2. Ist ein Problem der mathematischen Behandlung nicht zugänglich, so kann 
man die experimentellen Ergebnisse des einen Gebietes auf andere Gebiete 
übertragen. Es ist also möglich ‚„Analogierechenmaschinen‘“ zu bauen. Besonders 
die Anwendung elektrischer Schaltelemente erlaubt mit einfachen Mitteln die 

7 modellmäßige Nachbildung eines Problems. Da im allgemeinen zwei Parameter 

4 verfügbar sind, kann eine derartige Analogierechenmaschine leicht den vorhandenen 
7 “| experimentellen Möglichkeiten angepaßt werden. 

nz In zahlreichen Veröffentlichungen!!) ist bereits auf diese Analogien hingewiesen 

und bei der Anwendung Gebrauch gemacht worden. Im folgenden soll vom ein- 

heitlichen Standpunkt aus eine Zusammenstellung von eindimensionalen Wellen- 

problemen gegeben werden. Durch Einführung von drei komplexen Konstanten 

(eine Ausbreitungs- und zwei Wellenkonstante) ist es möglich, die allgemeine Lösung 

für die verschiedenen Fälle anzuwenden. Die so gewonnenen Ergebnisse werden 

zur Behandlung von Wellenproblemen in geschichteten Medien unter Anwendung 

der Matrizenrechnung ?) benützt und an einer Reihe bekannter Beispiele erläutert. 

4 


4 

bet 2 Theorie 


In den mathematischen Voraussetzungen unterscheiden sich die beiden An- 
wendungsbereiche der Ausbreitung von Wellen im (homogenen) Kontinuum und 
in Gebilden, die aus diskreten Elementen aufgebaut sind. Aus diesem Grunde 
‘=< werden anfangs Kontinuum und diskrete Elemente getrennt behandelt. Trotz 

der verschiedenen Voraussetzungen erhält man in beiden Bereichen die 
gleichen Lösungen, so daß bei der Anwendung eine formale Zusammenfassung 
möglich ist. 


1) Literaturverzeichnis am Schluß der Arbeit. 

?) Es ist möglich, diese Probleme auch mit anderen mathematischen Methoden zu 
behandeln, auf die in dieser Arbeit jedoch nicht eingegangen werden soll. Hierzu gehören 
z. B. die Verwendung von höheren komplexen Zahlen, graphische Methoden und schritt- 
weise Rechenverfahren für den Reflexionsfaktor. Literatur am Schluß der Arbeit. 
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Das Kontinuum 
211. Grundlagen 


Betrachtet man die Gleichungen der Wellenausbreitung der Leitungstheorie, 
elektrischen Wellen, Optik, Akustik und Wellenmechanik®) bei Abhängigkeit 
von nur einer Ortskoordinate x, so führen sie alle auf zwei Differe ntialgleic hungen 


folgender Form) 


ob 
kb 


Hierbei sind a und b die interessierenden physikalischen Größen z. B. elek- 
tiische Spannung a, elektrische Feldstärke &, Druck p, Wellenfunktion y. Die 
reellen Größen k,, ki, k,, kj sind bei fester Frequenz Konstante, in ihnen kommen 
die Eigenschaften des Mediums zum Ausdruck. Eine Ableitung der Differential- 
sleichungen (21,1) aus den entsprechenden Grundgleichungen ist in Tabelle 1 
gegeben. 

212. Lösung der Differentialgleichungen 


Wir interessieren uns nur für periodische Vorgänge im eingeschwungenen Zu- 
stand und machen deshalb bezüglich der Zeitabhängigkeit folgenden Ansatz) 


Realteil Frequenz. 


Dabei kann unter Verwendung von Fourier-Integralen jede beliebige Zeit- 
abhängigkeit durch den Ansatz (21,2) behandelt werden, so daß damit keine ein- 
schränkende Spezialisierung getroffen wird. Für die komplexen Amplituden YA, 
# erhält man damit folgende Differentialgleichungen, die nur noch die Unab- 
hingige x enthalten. 

AA 0 

(21,3b) 


(21,3a) 


jok (21,4a) 
und u 


ke + (21,4b) 


Aus dem Simultansystem (21,3) läßt sich eine der Unbekannten eliminieren, 
und es ergeben sich zwei Diff.-Gln., die entweder nur A oder nur ® enthalten. 


d B 29 915 
dat p 0 (21,5) 

3) Auf die Anwendung für Wellen in Hohlleitern ist verzichtet worden, da sich in 
diesem Fall die analoge Behandlung nicht aus den Differentialgleichungen ergibt, sondern 
erst nach der Lösung derselben durchgeführt werden kann. 

4) Beiden Schallwellen und den Beziehungen der Wellenmechanik gelten die Analogie- 
betrachtungen erst beim Übergang zu den entsprechenden Gleichungen für die komplexen 
Amplituden. 

5) Prinzipiell kann beim Ansatz (21,2) der Exponent positiv oder negativ sein. All- 
gemein üblich ist es z. B.in der Elektrotechnik und Akustik, ihn positiv zu wählen, dem 
wir uns angeschlossen haben. 
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Tabelle 1 


Allgemeiner Fall Leitungstheorie 


Grund- 
gleichungen 


Lineares 
Problem 

Ks = Gut a= 


(k, + joka + +jwoyu+4 


| 


d 
konstante 3 l — @' 


p=/(R 


Ungedämpfte 
Wellen: 
Wellen- 
konstante Z 
Geschwindig- 
keit v V kik 

% 0 Gojpd B8GSinpd) 0 


Lösung für 
eine Schicht 3 Sinpd Cojpd | 0 


[Leistung] 


u = Spannung 
zeichen i = Strom 

R’ = Widerstand/Länge 
L’ = Induktivität/Länge 
@' = Ableitung/Länge 
C’ = Kapazität/Länge 


Low 


F. Vilbig, Lehrbuch der Hoch- 
frequenztechnik, 4, Aufl. (Leipzig 
1944), S. 224 


Alt 
Ta 
32 
du 
Ox 
Oi 
0 
Komplexe 
3 
= 
L 
= 
ä 
— 
= 


Altenburg u. Kästner: Wellenausbreitung in geschichteten Medien bei senkrechtem Einfall 


Tabelle 1 


Elektrische Wellen 


Optik 


+ rot € = 0 


+ — rot =0 


de 
=0 


_ 


(x 


p=Viou(x+joe) 


2- 
€ 


Vue 


3 | 
inpd Gojpd 


2 uc 
= [Energiestromdichte] 


J % [Energiestromdichte] 


€ = elektrische Feldstärke c = Lichtgeschw. des Vakuums 
§ = magnet. Feldstarke 


n = Brechungsindex 
u = Permeabilitätskonstante k = Absorptionsindex n. Pohl 
x = Leitfähigkeit 


e = Dielektrizitätskonstante 


clei] 

| 
| on =| 0 
2 
ne G. Joos, Lehrbuch der theoretischen Physik, 6. Aufl. (Leipzig 1945), 8.295 ae “ 
ii 
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Tabelle 1 


Longitudinalwellen in Flüssigkeiten] Longitudinalwellen in Festkörpern 


OT OT gy 


at Ox oy 62 


2 
- et? 


Grund- 
gle chunge n 


Lineares 
Problem 


Ox 
ea, 


Komplexe 
Amplituden 


jo 
A+jw(2 +4’) 


Wellen- 
Ausbreitungs- 


— wo 
konstante p » 


| A+jo(2p' +2’) 
Ungedämpfte 
Wellen: 
Wellen- 
konstante Z 
Geschwindig- 
keit v 


0 


OT 


ot — (Zu +2) = () 


= —=( 
x 

jo dB _ 

Rp +2)” 


0 
jon +4)] 


—w*o 


+27) 


=Vo(2u+A) 


2u+Ä 


Coj pd 


Lösung für 1 
eine Schicht 3 


Intensität 
dichte] 


Formel- 
v (v,, Vy, v,) = Teilchenge- 

schwindigkeit 
- Komponenten 

nungstensors 
tionstensors 

d - = div a 


Tmn des 


— |B]? Vo AT Energiestrom- J 


a (a,,4,,a,) = Teilchenauslenkung 2, u 


Span- 


8 Sin pd 


Sinpd Cvjpd 


= 3|’Ve(24+ 4) [Energie- 
stromdichte] 


Lamésche 
2’, wu’ = Viskositätskonstanten 

o = Dichte 

Druck 


= Komponenten des Deforma- 


H. L Oestreicher, J. Fe Soc. Amer. 28, 707 (1951). 
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Fo 
(0 
i 5) + 
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(Fortsetzung) 


Transversalwellen in Festkörpern Wellenmechanik 


2jm oy 


25h 
= rad y 


2(E—-V 
8 Vo(u+jon’) 3=2] ( ) 


V2m(E—V) 


Cojpd BSinpd O 
Sinpd Cojpd B, 0 


— — 
J |B |? Vo [Energiedstromdichte] - | Bl? 


[Teilchenstrom- 
dichte] 
Siehe Longitudinalwellen - Wellenfunktion 
Masse 

Gesamtenergie 

potentielle Energie 
- Plancksche Konstante © 
w=E/h 


H. L. Oestreicher, J. Acoust. Soc. Amer. | G. Joos, Lehrbuch der theor. Physik, 
38, 707 (1951). 6. Aufl. (Leipzig 1945), S.632 
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mit der ,,Ausbreitungskonstanten“ p 
| p= | (21,6) 

wobei die Wurzel mit positivem Realteil genommen werden soll. Die bekannte 
Lösung der Diff.-Gl. lautet 


W = + U, (21,7a) 
B= + (21,7b) 


Hierbei kennzeichnet der Index h die hinlaufende Welle, r die riicklaufende 
Welle entsprechend der Orientierung zur positiven x-Achse. 
Wir definieren zwei ,,Wellenkonstanten 3, und 3,°) 


B, als das Verhältnis A/® für eine in positiver x-Richtung laufende Welle. 
3, als das Verhältnis WB für eine in negativer x-Richtung laufende Welle. 


Geht man mit dieser Definition in Gl. (21,3a) oder (21,3b), so ergibt sich 


(21,83) 


say 


(21,8b) 


Damit lassen sich in den Gln, (21,7) zwei Konstante eliminieren, so daß die Lösung 
lautet 


U = ZB, B, (21,9a) 
Tritt keine reflektierte Welle auf, so vereinfachen sich die Gm. 
A= §B,e (21,10a) 
B= Be. (21,10b) 
Für einige Fälle empfiehlt sich eine andere Form der Lösung unter Verwendung 


von Hyperbelfunktionen. Aus Gln. (21,9) erhält man auf Grund der Definitions- 
gleichungen der Hyperbelfunktionen 


Cojw= 4(et?+er) Sinw= }(et?— e®%) (21,11) 
durch elementare Umformungen = 
3 {(B,— B,) Coj p (Br + B,) Sin p x} (21,12a) 
oy B (¥,— B,) Sin p x (Br + B,) Coj p (21,12b) 


den Abkürzungen <2, 
%=3(8,—B) (21,13a) 
B, = B, + B, (21,13b) 


6) Die Notwendigkeit, zwei Wellenkonstanten zu definieren, zeigt sich erst bei der 
Behandlung von Wellen in diskreten Elementen. Im Kontinuum entspricht die Wellen- 
konstante 3 dem in der Elektrotechnik definierten Wellenwiderstand bzw. in der Akustik 
dem Schallwellenwiderstand. Bei der Betrachtung elektrischer Vierpole ist die ent- 
sprechende Größe der Kettenwiderstand. Hierzu vgl. F. Feldtkeller, Einführung in 
die Vierpoltheorie der elektrischen Nachrichtentechnik, 4. Aufl. (Leipzig 1944), S. 98. 


| 
Alt 
erg 
Fi 
ze 
= 
D: 
als 
Ser... 
m”. und 
wt, A 
— 
4 u 
| G 


(21,6) 


annte 


21,7a) 
21,7b) 


ifende 


Welle. 
Welle. 


21,8a) 


11,8b) 
Osung 


21,9a) 
21,9b) 


10a) 
,10b) 
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21,11) 
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Cof p — BZ Sin p (21,14a) 
(21,14b) 
Für x = 0 wird A= A, und B = B,. Setzt man in Gln. (21,14) x—=d und be- 
zeichnet die entsprechenden Werte von A,B mit A, Bz, so erhält man die Be- 
ziehungen 


A, = A, Coj pd—B, 3 Sin pd (21,15a) 


B,= - Sinpd + B,Cojpd. (21,15 b) 


Damit sind in einer Schicht der Dicke d die Werte von X, B an der Stelle x = d 
als Funktion der Werte an der Stelle x = 0 bestimmt. Unter Verwendung der 
Matrizenrechnung’) kann man hierfiir schreiben 
IA, | &jpd W 0 
80 |—zSinpd pd B, 0|' 
| 


Auf der rechten Seite steht dabei ein Produkt von Matrizen, wobei 
die eine nur die Eigenschaften des Mediums und die andere nur die 
interessierenden physikalischen Größen enthält. Löst man nach A, 
®, auf, so erhält man entsprechend 


A, °| | Coj pd 
B, 


(21,16) 


|, 0 Sinpd Cof pd | 


Abgekiirzt schreibt man hierfiir 
(2,18) 
(21,19a) 


(21,196) 


Wee Sind Cojpd 


Fiir ein absorptionsfreies Medium lautet die Matrix 


Wie Cojp d 3Ginpd 


(21,20) 


cos rd | 


Z sinrd cosrd | 


(1,21) 


wobei r und Z reelle Konstanten sind, wie im nächsten Abschnitt noch im einzelnen 
gezeigt wird. 


*) R. Feldtkeller, Einführung in die Vierpoltheorie der elektrischen Nachrichten- 
technik, 4. Aufl. (Leipzig 1944). F. Neiss, Determinanten und Matrizen, 3. Aufl. (Berlin, 
Göttingen, Heidelberg 1948). 
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213. Die Ausbreitungskonstante p und die Wellenkonstante 3 


Die in Gl. (21,17) auftretenden, das Medium charakterisierenden Konstanten 
sind die Ausbreitungskonstante p und die Wellenkonstante 3. Im folgenden soll 
der Zusammenhang zwischen p, 3 und den Konstanten k,, ki, k,, kj untersucht 

_ werden. 


2131. Die Ausbreitungskonstante p ist, 


Im allgemeinen stellt man eine gedämpfte ebene Welle in folgender Form dar: 


x die und die ist. Um 
in der hier benutzten Darstellung auf diese Form zu kommen, muß man berück- ® und 
sichtigen, daß die Ausbreitungskonstante im allgemeinen komplex ist. Sie sei von 
der Form Die 
p=g+tijr. (21,23) 
Setzt man dies in die der Gl. (21,22) entsprechenden Lösung (21,10a) ein, so erhält 
man unter Berücksichtigung von Gl. (21,2) die Beziehung 
A = R {Ay eft er (atin) » (21,24) 
J Ein Vergleich der Gln. (21,22) und (21,24) ergibt 
Führt man nach GI. (21,6) die Konstanten k,, kj, k,, k, ein, so erhält man nach | 


Lösung einer biquadratischen Gleichung vefi 


sei, 
Mas 


für 


/o 


+ 0 + BRE) + + (21,266) im 


Falls k, = 0 und k, = 0, ergibt sich v = 1/Y 177 k und x = 0. Es breitet sich 


dann eine ungedämpfte Welle aus®). 


gew 


2132. Die Wellenkonstante 3 


Die Wellenkonstante 8 ist im allgemeinen ebenfalls komplex, sie sei von der kon 
Form 


3=-X+jY=Zer. (21,27) 


Durch Einführen der Konstanten k,. kj, k,, kj erhält nan nach Gl. (21,8a) ode 


(21,28a) 


ki + w? ki? 


y2 
> 
®) Im Falle der Wellenmechanik ist immer k, = 0 und k, = 0. Da hierbei jedoch 


ki < 0 werden kann, ergibt sich für eine ungedämpfte Welle die Zusatzbedingung E>V. 
(E = Gesamtenergie, V = Potentielle Energie). Au 


ele: 


— 
un 
| 
5 Für 
2 
| 
ı 
fou 
= 
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und 
unten y- ki ky — | 
1 soll | ky — ky | 
sucht 


+ ke (kt Ke + + ki? — ky k, — or 


2 
2 B+ ot 


Für den dämpfungsfreien Fall wird X — Vk; ki und Y=0. Da stets X 
ist, wird dann 3 =Z 


2133. Die Umkehrformeln 


Um die Konstanten k,, ki, k,, k; als Funktion der Dämpfungskonstanten, Aus- 
breitungsgeschwindigkeit und der Komponenten der Wellenkonstanten zu bestimmen, 
a man Gln, (21,6) und (21,8). Man erhält als Umkehrung 

(21,29a) 
und : =! 
Die Auflösung in Komponenten ergibt : 
va X —wY 


” 


(21,30a) 
rhält 


Y + @ x 
(21,30b) 


v@ 
vaX+oY 


21: 
(21,306) 


—vaY 


: 22. Diskrete Elemente 


Im folgenden sollen ähnliche Betrachtungen für diskrete Elemente durch- 
geführt werden, wobei vor allem an elektrische und mechanische Beispiele gedacht 
sei, also an Wellenausbreitung in elektrischen Kettenleitern bzw. in mechanischen 
Massenpunkt-Feder-Ketten. Dabei ergibt sich, daß die Rechnungen auf die gleichen 
für das Kontinuum abgeleiteten Formeln führen. 

Die einzelnen Elemente der Kette werden im elektrischen Fall Vierpole genannt, 
im folgenden sei diese Bezeichnung für den allgemeinen Fall beibehalten. aa 


221. Grundlagen 
Im Gegensatz zum Kontinuum erhält man bei einer Kette von gleichen dis- 
kreten Elementen keine partielle Differentialgleichung, sondern eine Summe von 
gewöhnlichen Diff.-Gln. Geht man zu den komplexen Amplituden über, :so be- 
kommt man in diesem Fall eine Summe von gewöhnlichen linearen Gleichungen. 
A, = Wy Aırı + Wie Bp. he “Fg (22,1a) 
By = war + Wee (22,1b) 
oder in Matrizenschreibweise 
0 Wu Wrz) 0 
B 0 Wer Weel! || 0 
Hierbei läuft der Index | über sämtliche ganzen Zahlen. In den Matrix- 


elementen tv,,, kommen die Eigenschaften des einzelnen Vierpols der Kette zum 
Ausdruck. Eine Ableitung der Gln. (22,1) wird in Tabelle 2 gegeben. 


| 
= 
(21,28b) 
dar: 
1,22) 
Um 
"ück- 
| von 
i 
25a) a 
25 b) 
nach 
26a) 
26 b) 
sich 
der 
8a) 
doch k 


 Beispieleiner 
Vierpolkette 


Matrix- 
elemente 


Wellenkon- 
stanten 8, , 
Geschwindig- 
keit v ur 2 are sin — y "38 
- c 


Allgemeine 


A=K | 
B= B J 


m = Masse 
c = Federkonstante 7 
r = Reibungskonstante = 


= 
R=Realteil 


Literatur K. Klotter, Ing. Arch. 


Annalen der Physik. 6. Folge. Band 13. 1953 Altent 
> | Mechanische Vierpole 
i 2 | i 2 iT 
| k = ¢ (% — 2) k=r (#, — %) 
elemente 
1 jom| 1 0| 
| 1 
0 2 | 1) — 1 
| c | r 
| 
1 jom | 
| 
—_ 4 & 
=, 
Bn 
= 
| 18, 291 (1950) 
15, > | 
t 
= 
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Tabelle 2 


Elektrische Vierpole 


Allgemeiner Vierpol 


w LC + V(2 LC)? —4 
2joC 
ad 


y/ 
2arcsin-=-) LC 


Bar 


| 


Coj pd — S 


Gin p d| |B, 0 


jot 
u 2) = Realteil 
I 
= komplexer Widerstand 

= komplexer Leitwert 


= Induktivitat 
C = Kapazitat 


R. Feldtkeller, 
technik, 4, Aufl. (Leipzig 


ıbelle 
| of 7 
2) 
1 
6 1) 
re 
| | = |; 4 
aod - 
2aresinz/ LC . 
die Vierpoltheorie der elektrischen Nachrichten- 


14 Ze Annalen der Physik. 6. Folge. Band 13. 1953 taal 


222. Lösung des Gleichungssystems 
Aus dem Gleichungssystem (22,1) läßt sich eine der Unbekannten X, ® eli- 
minieren und man erhält dann Gleichungen, die entweder nur A oder nur ® ent- 
halten. 
(1041 Woe — Wye Wor) Aryı — (Wr + Wee) W + Wa = 0 (22,3a 


(1011 129 — Wye Wer) — + Wee) By + Bra = 0. (22.3b 


Im folgenden sei vorausgesetzt, daB die Determinante des Gleichungssystems 
(22,1) den Wert 1 habe. 


Wr Woe— 1013 Way = 1. (22,4) 


Es zeigt sich bei Vergleich in Tabelle 2, daB diese Bedingung bei den behandelten 
Beispielen erfüllt ist®). Damit vereinfachen sich die Gln. (22,3) 


(Wi Wee) Ar + MW, i= 0 


— (Wr + Wee) By + Bea = 0. 
Die Lösung dieses Gleichungssystems lautet 
A, = + A, 
B, = B, + (22,6)) 


wobei d die Länge des einzelnen Vierpols ist. Die Ausbreitungskonstante p ist 
durch die Gleichung 


Wy 7 Wee 
2 


Coj pd (22,7) 


bestimmt, wie durch Einsetzen der Lösung (22,6) in Gln. (22,5) leicht nachge- 
prüft werden kann. 
Division von Gl. (22,1a) durch (22,1b) gibt die Bestimmungsgleichung für 
die Wellenkonstanten 3, und 3, 
B + 
We, Z + 1095 
oder nach 8 aufgelöst 
Wey Woy 
mit der Lésung 


Sar = (22,10) 


_ Wy — Weg | (= = ie 


2%, ~ 2 We, 


Unter Verwendung der Bedingung (22,4) kann man dies noch etwas vereinfachen 


Wy, — We, (Wy, + 105)? — 4 


Sh. » Woy 


(22,11) 
Damit lassen sich in den Gln. (22,6) zwei Konstante eliminieren und man erhält 


= 9, + 3,8, (22,12a) 


B, = + B,erivd. (22,12b) 

%) Über die physikalische Bedeutung dieser Bedingung für den elektrischen Fall vgl. 

R. Feldtkeller, Einführung in die Vierpoltheorie der elektrischen Nachrichtentechnik, 
4. Aufl. (Leipzig 1944), S. 105. 


Well 
| | 
Netz 
- 
# | 
@ 
: 
N 
Fü 
_ = 
| 
» 
%- 
rei 
4 
4 
q 
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Um die Matrixelemente w,,, als Funktion von Ausbreitungskonstante und 
Wellenkonstanten zu bestimmen, benützt man die Lösung (22,12) für den Index 
| 

= Ba Bre (22,13a) 

= Bye + BH, et (22,13b) 
Aus den beiden Gleichungen (22,13) lassen sich ®, und %, als Funktion von 
%)., und B,,, angeben. 


% 
Ba 3, 
Setzt man diese Ausdrücke in Gln. (22,12) ein, erhält man die W,, ®, als Funktion 
der W 1> Dal + 
9 9 

h r Oh Ir 

2 Misa — Br erpd Misr — Ba Biv vd 


Ordnet man und geht zur Matrizenschreibweise iiber, so ergibt sich 


< +pd pd Ps 
Bre 3, e Bn 8, (e pd vd x 0 
4-3 
r Oh Ir 
¢ Hp d pa 
(ei pd__e vd) Ir € Bre 
Br Bn dr 


Führt man Hyperbelfunktionen ein, so lautet die Beziehung (22,16) 


4, 0 


ıng für Goj d- Bn Sin p d 9 h 3, Sin p d 0 
n—8 | 


2 Br 3 


r 


Sin pd Coj p d— in pd) Bu, 0 
Dk” Or 


22, 


223. Die Ausbreitungskonstante p und die Wellenkonstanten 3, und 3, 
a) Allgemeiner Vierpol 


Für den allgemeinen Fall sind im Laufe des letzten Abschnitts diese Größen be- 
reits berechnet worden. Die Gln. (22,7) und (22,11) ergaben an 


+ Wyo 


1 
Ar Coj (22,7) 


— Weg + + Woe)? — 4 
2 Wey 


Zar (22,11) 


> 
b) Symmetrischer Vierpol 
In der Elektrotechnik treten sehr häufig symmetrische Vierpole auf. Sie sind 
formal gekennzeichnet durch die Beziehung 


technik, 
= Wu. (22,18) 


ay 
: a 
B eli- 
B ent- 
(22,33) 7 
(22 3b) 
ystems 
(22.4 
ıdelten > 
(22,5a) 
(22.5) 
T 
(22,6a) 
22. 6h) 
(22,65 | 
(22,1 (22,16) 
22,1) 
B, 
m7) 
(22,9) 
| 
(22,10) 
ıfachen 
= 
ı erhält 
22, 12a) 
22,12b) 
Fall vgl, 


WR Annalen der Physik. 6. Folge. Band 13. 1953 
Mit dieser Voraussetzung ergeben sich die Ausbreitungskonstante und die Wellen- 
konstanten wie folgt: 


p= 4 Ar Cof ton 


Wyo 


— — 
Bar +] 


Die Umkehrformeln 
a) Allgemeiner Vierpol 


Kin Vergleich der Gln. (22,1) und (22,17) ergibt die Matrixelemente als Funk- 
tion von Ausbreitungskonstante und Wellenkonstanten. 


Coj pd + Sin pd Sin pd 
— Br 


re — Sin pd 1 — 


- 
b) Symmetrischer Vierpol 


Cojpd BSinpd 


Sinpd Gojpd 


Es zeigt sich Ubereinstimmung zwischen den Matrixelementen eines symme- 
trischen Vierpols und denen einer Schicht des Kontinuums. Man kann dement- 
sprechend modellmäßig eine Schicht des Kontinuums durch einen symmetrischen 


Vierpol ersetzen. 


224. Das Ersatzschaltbild eines elektrischen Vierpols !°) 


Besonders für die Anwendung ist es wichtig, das Ersatzschaltbild eines elektri- 
schen Vierpols zu kennen, d.h. die Elemente zu kennen, die zum Aufbau eines Vier- 
pols mit vorgeschriebenen Eigenschaften erforderlich sind. 

Im elektrischen Fall lauten die Grundgleichungen (22,1) für 2 = 1 
(22,238) 


> 


= Wo U,+ Woe (2 2,23b) 


Hierbei sind U und I die komplexen Amplituden von Spannung und Strom 
mit der Zuordnung entsprechend Abb. 1. 


Abb.1. Elektrischer Abb. 2. Abb. 3. 
Vierpol a-Schaltung T-Schaltung 


10) Vgl. R. Feldtkeller, Einführung in die Vierpoltheorie der elektrischen Nach- 
richtentechnik, 4. Aufl. (Leipzig 1944), S. 147. 


Alte 


lich 
sch 
ent 

triz 


mit 


Fit 
erg 


unc 


Abl 
leit 


i 
= 
(22,21) 
| 
| 
so 
= 
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Da ein allgemeiner Vierpol unter Berücksichtigung von Gl. (22,4) drei wesent- 
liche (komplexe) Konstante enthält, muß das Ersatzschaltbild ebenfalls drei ver- 
schiedene Schaltelemente aufweisen. Wir wählen zunächst ein Ersatzschaltbild 
entsprechend Abb. 2, das einen Längswiderstand R und zwei Querleitwerte ®,, 
6, enthält. Die entsprechende Matrix ergibt sich durch Multiplikation der Ma- 
tıizen der einzelnen Schaltelemente. Nach Tabelle 2 erhält man 


mit dem Ergebnis 


Im (22,24) 
G,+RGG, 


Fiir die Anwendung interessieren die Umkehrformeln. Eine einfache Rechnung 


ergibt 
R= m. (22,258) 


G, = "m (22,25 b) 
2 


b) Symmetrischer Vierpol 
Setzt man in Gln. (22,24) und (22,25) 
G, = 6, = G, 
so erhält man die Matrixelemente für den symmetrischen En 


m 
und die Umkehrformeln 
Wy 


G = j 23,28b 
( ) 


2242. T-Schaltung 


Fiir gewisse Aufgaben ist es von Vorteil, ein Ersatzschaltbild entsprechend 
Abb. 3 zu verwenden. Es enthält zwei Längswiderstände R,, R, und einen Quer- 
leitwert &. Für diesen Fall ergeben sich folgende Werte: 


a) Allgemeiner Vierpol 


Matrixelemente: 


OR R, + KR. + GR, Re || 
14+ G8, 


Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 13 


llen- 
2,19) 
2 
2,22) 
chen 
= 
(22,26) 
ktri- | 
Vier- 
23a) 
23b) 7 
trom fi = 
2 


18 


(22,30a) 
(22,30b) 


(22,30¢) 


(22,31) 


R2+GN) 
1+ 


G= Wo Af (22,32) 
_ Wy, — 1 99 29 
R= 


225. Der Zusammenhang zwischen Ausbreitungskonstante, Wellenkonstanten 
und den Elementen des Ersatzschaltbildes 


2251. a-Schaltung 


Bu Durch Kombination der Gln. (22,7), (22,11) und (22,24) läßt sich der gewünschte 
Zusammenhang herstellen. 


a) Allgemeiner Vierpol 
Pu 
Die Rechnung ergibt unter Verwendung der Beziehung 
(22,33) 


Cojw—1+ 2 Sint 
_ fiir die Ausbreitungskonstante und die Wellenkonstanten die Werte 
9 P 
Ar Sin + (22,34) 


R(G, — G,) +V(2 + R[G, + G, 2)? —4 
| 2(G, + G + RG, G,) 
mit den entsprechenden Umkehrformeln a 


- Sin pd (22,86) 
Int (22,36 b) 


2 3, [- (In + -3,) -( 3 (22,36c) 


(22,35) 


Hier erhält man die Beziehungen 


= Ar Ein] - (22,37) 
R 


22,38 
& (2 + KR G) (22,38) 


| Annalen der Physik. 6. Kotge. Band 13. 1953 ia q Alte 
| 
= 
Au 
U 
| 
l 
2 
] 
| 
4 


2,31) 


‚32a) 


32 b) 


unten 


chte 


1,33) 


37) 


38) 


¢ 


(22,39a) 


(22,39b) 


2252. T-Schaltung 


Für die T-Schaltung seien nur die Ergebnisse kurz DEE 


Ausbreitungs- und Wellenkonstante : 


p— ar Sin + VG + R,) 22,40) 
Umkel g: 


& = Gi (22,42 

1 d, 

R, = 3.) Ta + (3u4 32] (2,425) 


—3,) + § (22,42c) 


b) Symmetrischer Vierpol 


Ausbreitungs- und Wellenkonstante: 


p= = Sin |/ (22,43) 


23. Die Wellenausbreitung in geschichteten Medien 


Im folgenden verstehe man unter einer Schicht sowohl eine Platte endlicher 
Dicke im Kontinuum als auch einen Vierpol bei der Betrachtung diskreter Ele- 
mente. 

Kin praktisch wichtiges Problem ist die Ausbreitung von Wellen durch ein 
geschichtetes Medium. Es interessieren hierbei folgende Fragen: 

1. Die Durchlässigkeit 

2. Die Reflexion 

3. Die resultierende Ausbreitungskonstante und die resultierenden Wellen- 
konstanten eines geschichteten Mediums. 

4. Die Eigenschwingungen eines geschichteten Mediums. e Be 
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mit den Umkehrformeln 
2.30.) R= 3 Sinpd 
‚34) 
Umkehı ung: =} v 
x G= Einpd (22,45a) 
6b) 
6c) 
4 
_| 
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231. Durchlässigkeitsfaktor eines geschichteten Mediums 


Wir betrachten eine endliche Anzahl (k) Schichten verschiedener Medien, die 
links und rechts an ein unendlich ausgedehntes Kontinuum grenzen entsprechend 


Abb. 4. Die Schicht i habe die Dicke d, und sei durch die Matrixelemente tv, 
charakterisiert. Die links und rechts anschließenden Kontinua seien durch die Au 
Ausbreitungskonstanten x 

Pır und dieWellenkonstanten 
31 Bu gekennzeichnet. Um 
in den Medien I und II eine 
ortunabhängige Intensität 
zu erhalten, setzen wir vor- 
aus, daß dort keine Ab- 
sorption der Welle erfolgt. 
Die mathematische Bedin- Bd, 

Abb. 4. Geschichtetes Medium gung dafür ist: k,—0, 

k, = 08). Damit wird die 

Ausbreitungskonstante rein imaginär und die Wellenkonstante reell. (p = jr, 
= 2). Mı 
Trifft von links eine ebene Welle senkrecht auf das Schichtsystem, so tritt an 
jeder Trennstelle eine Reflexion ein. Es entsteht in den Medien I und 1 bis k 


une 


bz 
je eine hin- und rücklaufende Welle und im Medium II nur eine hinlaufende Welle. . 
Es interessiert die Frage, welcher Anteil der Intensität der einfallenden Welle 
sämtliche Schichten durchdringt. 
Wir definieren den DurchlässigkeitsfaktorD Fi 
Al 
wobei J, die Intensität der einfallenden Welle im Medium I und J,7ı die Inten- 
sität der Welle im Medium II ist. Die Intensität einer ungedämpften Welle im 
Kontinuum definieren wir wie folgt: 
J=4|8]2Z. (23,2 
Durch diese Definition ergibt sich Ubereinstimmung mit den iiblicherweise ge- 
brauchten Intensitätsgrößen. (Vgl. Tabelle 1.) 7 
Fi 
2311. Durchlässigkeit einer Schicht ER; 
Wir betrachten zunächst den Spezialfall einer Schicht der Dicke d. Entspre- 
chend den Lösungen (21,17) und (22,17) besteht‘ zwischen den Größen A, B an 
der Stelle 2 = 0 und x = d ganz allgemein folgender Zusammenhang: 
|B, 0 | Way Wee | |B, 0 
Bu Für die Lösung der Differentialgleichung in den Medien I und II werden 
Gin. (21,9) und (21,10) verwendet. Im Medium I L 
4 


A = Zy (Bay — B,ret’ı?) (23,48) di 


20 
(23,4b) 
| 
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und im Medium II 
A = Zu Bau | (23,5a) 
(23,5b) 


B= 


Aus den Forderungen der Stetigkeit von VW, 8 an den Trennstellen x = 0 und 
x = d erhält man je zwei Gleichungen. 

(Mo = Zr (88,6) 
Cara 

Setzt man dies in Gl. (23,3) ein, so ergeben sich zwei Gleichungen, die nur Bj, 
B,; und enthalten. 


Zu Br) = (wuZu + wa) (23,8a) 
Bar + Br = maZı + wee) (23,8b) 

Multipliziert man. die zweite Gleichung mit Z; und addiert, so folgt 
2 Zı Bar = (WuZır + Wis + Wy ZıZu + Barre (23,9) 


=d 


bzw. 
9 d 9 
Sar 


- = ; 23,10 


Für den Durchlässigkeitsfaktor D erhält man damit unter Berücksichtigung der 
Absorptionsfreiheit in I und IT 
42, 


10, 10, + Woy 2, Zyy Zr]? 


2312. Durchlässigkeit von k-Schichten 


In einer Schicht der Dicke d gilt die Beziehung (23,3) oder in abgekürzter 
Schreibweise 
GC, || = (23,12) 


Für zwei Schichten lauten die Beziehungen 


Au 0) 
Ba | || m; | Bar 
Boo 0) w2) | Bae 
oder abgekiirzt 


= | wo || (88, 


Liegen die beiden Schichten hintereinander, so muß auf Grund der Stetigkeitsbe- 
dingung für A, 8 an der Trennstelle gelten 


Car) = || Goo. 


2 
‚ die 3 | 
lend -2 
(i) 
Diy, n 
die 
Pr, 4 
nten 
Um 2 
eine 4 
sitat 
vor- 
Ab- 2 
legt. 
din- 
4 
die 4 | 
| 
t an 
is E 
elle. | 
elle | 
| 
ten- 
im 4 
3,2) 
ge- 
= 
pre- 
an 
den | 
4a) 
23,15) 
4b) 4 
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Damit kann man die beiden Gin. (23,14) zu einer verbinden 

{| Goa || = || |] - | - (23, 16) 
Wegen der Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes fiir die Multiplikation von Ma- 
trizen kann man hierfiir schreiben 

Eu = (| || - || ro |) - (23,17) 
Hat man k-Schichten, die hintereinander liegen, so kann man (k— 1)-mal ein- 
setzen und erhält schließlich 

(|| m® | ) Cy | - (23,18) 

Damit hat man die Größen W, B an der Stelle x = 0 als Funktion der Größen an 
der Stelle x — dy bestimmt und das Problem für k-Schichten auf die Lösung fiir 


eine Schicht zurückgeführt. Daraus ergibt sich der Durchlässigkeitsfaktor für 
k-Schichten 


(23,19) 


D= — - = 


wobei die ®,,„ die Elemente der Produktmatrix sind, die durch Multiplikation 
der k-Matrizen entsteht. 


? 
232. Reflexionsfaktor eines geschichteten Mediums ER 


Als weitere Größe interessiert die reflektierte Intensität an der Trennstelle 
x—0(. Wir definieren den Reflexionsfaktor R analog dem Durchlässigkeits- 
faktor. 


2321. Reflexion einer Schicht 


Aus den Gln. (23,8) des letzten Abschnitts folgt durch Multiplikation der 
ersten Gleichung mit + 1 und der zweiten mit Z, und Addition 


2Zı Bar = (Wy Zır + Wie + Wey Zr Zr + Wee Barre (23,21a) 
2 = (— Wu — Wrz + Wa Zp Zr + Wee Barre (23,21) 
Dividiert man Gl. (23,21b) durch (23,21a), so erhält man 
Bildet man den Betrag und quadriert, so ergibt sich der Reflexionsfaktor 
Pa — + Wy, + Woe 
| + Wy, + Wy, + Wy, 2,21 + WZ, 
2322. Reflexion von k-Schichten 


Hier gelten die gleichen Betrachtungen wie bei der Ableitung des Durch- 
lassigkeitsfaktors. Man kann die Reflexionsformel fiir eine Schicht iibernehmen 


Alte 


und 
laut 


Fal 


238% 


auf 
un 
Fo 
ab 
un 


de 


4 
| _ 
| 

= 

m 

_ 

val T 
2 Da Die Berechnung erfolgt analog der Bestimmung der Durchlassigkeit. = 
st 
I 

| 

1 
4 


3,16) 
Ma- 


3,17) 

ein- 
3,18) 
nan 


für 
für 


3,19) 


tion 
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und die entsprechenden Matrixelemente der Produktmatrix einsetzen. Damit 
lautet der Reflexionsfaktor 


— — Byy + + Bop 


23,24 


Falls in sämtlichen Schichten keine Absorption erfolgt, gilt die Beziehung 
D+ R=1. (23,25) 


283. Die resultierende Ausbreitungskonstante und die resultierenden Wellen- 
konstanten eines geschichteten Mediums 

Fiir jedes Schichtsystem lassen sich bei Anwendung von Gin. (22,7) und (22,11) 
auf die Elemente der Produktmatrix die resultierende Ausbreitungskonstante 
und die resultierenden Wellenkonstanten bestimmen. Im einzelnen sind diese 
Formeln jedoch für k > 2 kompliziert und unübersichtlich. Für die Praxis hat 
aber ein Spezialfall Bedeutung, bei dem sich einfache Zusammenhänge ergeben, 
und der deshalb behandelt werden soll. 


Folgende Voraussetzungen seien erfüllt: 


1. Absorption = 0. 

2. Resultierende Wellenlänge / groß gegenüber der Dicke dy. 

Unter diesen Voraussetzungen lautet die Matrix eines symmetrischen Vierpols (vgl. 
(22,22)) näherungsweise 


(23,26) 


Treten unsymmetrische Vierpole auf, so werden diese in zwei aia  sorlogt. Mit 
den Abkiirzungen 


d 
Ze 


| 1 joM, 
joN, 1 


lautet die Matrix der Schicht 7 


Hat man k-Schichten, so muß man k-Matrizen multiplizieren. Auf Grund der Voraus- 
setzungen ist hierbei nur die Berücksichtigung der linearen Glieder in w notwendig. 
Damit ergibt sich die Produktmatrix 

| 1 joM | 1 joNM, 


23,29 
joN 1 | jo SN; | ( 


mit den Ergebnissen - 4 


(23,30) 
N= (23,30 b) 
wobei die Summe über i von 1 bis k läuft. Außerdem gilt die Beziehung 
= 34, (23,31) 


Führt man die ursprünglichen Größen v, Z ein, so lassen sich resultierende Geschwindigkeit 
und resultierende Wellenkonstante bestimmen. Hierzu verwendet man die Umkehr- 


formeln zu Gln. (23,27) 


(23,32) 


u 

| 
belle 
4 
| 

(23,28) 

der 
la) 
lb) 
22) q 
23) 
VMN ! 


(23,33) 


(23,33b) 


234. Eigenschwingungen eines geschichteten Mediums 


Die Eigenschwingungen eines geschichteten Mediums lassen sich ebenfalls 
= aus der Produktmatrix des Systems berechnen. Hat das System die resultierende 
Matrix 

= ud 
so ist damit der Zusammenhang zwischen den Größen A, B am linken und rechten 
Rand des Systems hergestellt. 
A > ie A, = BW Ar + (23,36 a) 
Bz, = Bu Ar +B, (23,36 b) 
Unter E versteht man nun Schwingungsformen, für die A bzw. ® 
am Rande null werden. Entsprechend den Randbedingungen unterscheidet man 
symmetrische und unsymmetrische Eigenschwingungen. Geht man mit den 
Randbedingungen in Gln. (23,36), so lauten die Ergebnisse: 


a) Symmetrische Eigenschwingungen 
.A,=0 AR=O ergibt (23,37a) 


b) Unsymmetrische Eigenschwingungen 
.A,=0 Br = 0 ergibt 0 (23,37) 
2. B, = @ Ar =0 ergibt BW. == 0, (23,37 d) 


235. Mathematischer Anhang: Matrizenprodukte 
2351. k verschiedene Matrizen 


Das Produkt zweier Matrizen ergibt sich nach bekannten Regeln? 


| 1 al | 2 2 1) (3 (1) (2) 1 2) 1 

|| wi wi? + wi? ro) ro?) + m) (23,38) 
rol? eof) wi? + rf? rol? + rol? 


Alten 


oder | 
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und erhält damit die Lösungen 4 
SH 
=; lauft 
7 ba. als Funktion der Geschwindigkeiten und Wellenkonstanten der einzelnen Schichten ® Gl. (2 
ein E 
v= = (23,34a) ergib 
6 
falls 
tung 
laute 
Dies 
Hie 
ergibt By 3,37b) erfo 
Das 
Paz 
. 
| => 
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oder in Komponen 


Hierbei können m und n den Wert 1 oder 2 annehmen. Die Summe über u 
läuft von 1 bis 2. Hat man drei Matrizen zu multiplizieren, so erhält man die der 
ichten @ Gl. (23,39) entsprechende Beziehung, indem man für den einen Faktor bereits 

ein Element einsetzt, das durch einmalige Produktbildung entstanden ist. Dies 


3,34a) ergibt 
Bian a a Wr, us 
My Bs 


la 
* 


3,33b) 


3,34) Ganz analog erhält man beim Produkt von k-Matrizen 


. (2) (k-1) (k) } 


(23,41) 


nfalls 2352. k gleiche Matrizen 


rende Gewisse Vereinfachungen ergeben sich beim Produkt von k gleichen. Matrizen 

falls, man nicht von den Matrixelementen ausgeht, sondern zunächst Ausbrei- 
| tungs- und Wellenkonstanten betrachtet. Die Matrix eines beliebigen Vierpols 
3,35) lautet nach Gl. (22,21) 


Im 3a — 3- 


‚36a) 1 +pd__ — Bn 
| 


Diese Matrix läßt sich nun in ein Produkt von drei Matrizen zerlegen. 


shten In (etPd — Pa) 
Ir | 


‚36b) 
w. 8 


man 


| h 3,| errd 
den 


| 3] —Z, 


=) | 


—pd | Ba Ba 
(23,43) 


"3, 8 | | 


Hierbei ist eine Aufspaltung beziiglich der Wellen- und Ausbreitungskonstanten 
erfolgt. Abgekiirzt lautet Gl. (23,43) 


(23.44) 
Das Produkt 4 - q|| ergibt die Einheitsmatrix. 
| Bn —3,] In | 3 | | 
Ba rE dr In Bn 3, Ba | (23,45) 
= | On |) Bn 1 | In | In 
In Bn 8. Bn 8, Bn Bn 8, Bn Br 
Hat man nun zwei gleiche Matrizen zu multiplizieren, erhält man 2 


Auf Grund der Gültigkeit des assoziativen Gesetzes kann man dafür auch schreiben 


aq 

(23,42) 

| | 
37b) 
37 c) 
37d) = 

“4 

‚38) 
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Die Einheitsmatrix kann man bei einem Matrizenprodukt weglassen. 
mit der Abkürzung 


Im 
die Gleichung 


BW -|m?-.ig 
Ganz entsprechend erhält man beim Produkt von k Matrizen 
mik.ig 


Das dabei auftretende mehrfache Produkt läßt sich elementar ausführen 


etrrd 0 |k etkpd 0 


9° 
mit = | (23,51) 


Damit ergibt sich die il Matrix 


|| - > 3, 3,| | in 


3, 


Außerdem gilt die Beziehung 


bd = de. (23,58 


Ein Vergleich der Beziehungen (23,43) und (23,52) liefert damit folgendes Ergebnis 
Beim Produkt von k gleichen Matrizen ergeben sich die resultierenden Ausbrei- 
tungs- und Wellenkonstanten gleich den Ausbreitungs- und Wellenkonstanten 
des einzelnen Faktors. Hieraus kann man die Matrixelemente des resultierenden 
Vierpols als Funktion der Matrixelemente des einzelnen Vierpols angeben. Unter 
Verwendung der Gln. (22,7), (22,11) und (22,21) erhält man 


Wes | 


Fink Ar 


| 


Cm I Yr Coy "u > al 
V (yy + — \ 2 


W,.—Coj Ik Ar 


Wy, + tv 
i IN + — 
2 Wye | + 
2 Sin !k Ar Coy ee 
Bis V (w,, + —a ic Go} 2 


2 Wey 


Wy — Was 
2 JV (ty + We)? — 4 


Sin fi Ar Co} 


Weg 
2 


Für ein Produkt von k symmetrischen Vierpolen lautet das Ergebnis 
Coj {k Ar Coj Wu} (23,558) 
Wis m: 


= Sin {k Ar Coj wu} 


(23,554) 


Alte 


Di 
zeigel 
tische 
Probl 
Prob! 
(22,1 
konst 
Mode 
sind, 
Well 
und 

getr‘ 
laut 


= 
Jas ergibt 
(23,49 
# 
(23,50 
> 
= 
-8 
Bn | Ba | 
23,50 Dar 
füh 
| 
wa 
gec 
in 
='(23,54a 
54a) 
Be 
(23,54) 
au 
Pur 
f } kı 
fi 
| 
| 
= 
| | pe Sin {k Ue Cof wu} | 
| Wee = Cof {k Ar Coj w,,}. 


'gebnis: 


Lusbrei- 
stanten 


3,546) 
3,540) 


3,94d) 
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24. Aufbau von Modellen 


Die Ableitungen der letzten Kapitel in Verbindung mit den Tabellen 1 und 2 
zeigen die weitgehende Analogie in den verschiedenen Gebieten. Für die prak- 
tische Anwendung besteht unter anderen die Aufgabe, ein Modell für ein bestimmtes 
Problem in einem anderen Gebiet (z. B. ein elektrisches Modell für ein akustisches 
Problem) aufzubauen. Die Betrachtung der allgemeinen Lösung für eine Schicht 
(22,17) zeigt, daß vollkommene Übereinstimmung herrscht, falls die Wellen- 
konstanten und das Produkt Ausbreitungskonstante x Dicke im Original und im 
Modell gleich sind. Da die Wellenkonstanten jedoch dimensionsbehaftete Größen 
sind, läßt sich die erste Forderung im allgemeinen nicht erfüllen. Setzt man die 
Wellenkonstanten des Modells proportional den Wellenkonstanten des Originals 
und betrachtet die entsprechenden Grundgleichungen, und nicht nur die heraus- 
getrennte Matrix, so zeigt sich die gewünschte Übereinstimmung. Das Ergebnis 
lautet dementsprechend, wobei der Index M dem Modell zugeordnet wird: 


Sa.rM =U Ba. r (24,1) 

Pu du = pd. (24,2) 
Hierbei ist « die Proportionalitätskonstante, die zwar dimensionsmäßig festliegt, 
über deren Größenordnung man aber noch frei verfügen kann. Speziell für die 
Darstellung absorptionsfreier Verhältnisse lauten diese Beziehungen bei Ein- 


Es zeigt sich also, daß man beim Aufbau eines Modells zwei Parameter geeignet 
wählen kann. Das ist einmal die schon erwähnte Konstante uw, zum anderen die 
geometrische Größe des Modells, durch deren Veränderung die Modellmessungen 
in einen geeigneten Frequenzbereich transformiert werden können. 


3. Anwendung 


Zur Erläuterung der bisherigen Ableitungen sollen im folgenden einige einfache 
Beispiele durchgerechnet werden. Hierbei wird aus jedem Abschnitt des Kapitel 23 
mindestens ein Problem behandelt. Zunächst folgen aus dem Bereich der Wellen- 
ausbreitung im Kontinuum Beispiele für Durchlässigkeitsfaktor, Reflexions- 
faktor, resultierende Ausbreitungs- und Wellenkonstante sowie Eigenschwin- 
gungen. Anschließend werden aus dem Bereich der Wellenausbreitung in dis- 
kreten Elementen Beipsiele für resultierende Ausbreitungs- und Wellenkonstante 
und Eigenschwingungen angegeben und der Aufbau einer Analogierechenmaschine 
für optische Reflexionsprobleme behandelt. 


31. Das Kontinuum 
311. Akustische Wellen 
Sehalldurchlässigkeit einer Metallplatte in einer Flüssigkeit 


Es sei vorausgesetzt, daß in der Platte keine Absorption des Schalls stattfindet. 
Für die Berechnung des Durchlässigkeitsfaktors verwendet man Gl. (23,11) 
42,2 
ı #11 


(23,11) 
+ w,, + + |? 


as ergih 
(23,4 
(23,49 
(23,50) 
| 
(23,51) 
Ba 
| 
3- 
(23,59 
Unter ur 
23,54) 
3,553) 
3,55b) 
3,550) 
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u us: Setzt man die Matrixelemente einer absorptionsfreien Schicht nach GI. (21,21) 
Bu ein, so erhält man 


Das 42,2, 


od, , od? 
(2, + + + Z ) sin“ 


42121 


Z1Zır\2 
(2, + cos* + (z + 7) sin? 


“und nach Einführung des doppelten Winkels 
82,2, 


Z1Z11\° Z1Z11\? w 
(Z, + + (z + + Zu)? —(Z 
- Multipliziert man Zähler und Nenner mit Z?, so ergibt sich nach einfacher Um- 
formung 
82,22, 


(31,4) 


4Z,2Z,, + (4 + (2 + 271) — (2 — Zi) (2 —Z},) cos 


Für praktische Aufgaben interessieren zwei Spezialfälle der Dicke d 


(31,5b) 


Für die Diskussion der Stellen maximaler Schalldurchlässigkeit muß man zwei 
Fälle unterscheiden. 


a) (Z—Z,) (Z- Zu) 
Es ergeben sich Maxima der Durchlässigkeit : 
‘08 


=} 


und Minima der Durchlässigkeit 


2ad 
cos 


(4#—Z) (Z—-Zu)< 0 
Maxima: 
2ad 
08 -=—] d=(2l+ 
Minima: 
20d_ 


(31,7b) 


cos 


Im ersten Fall erreicht man eine Durchlässigkeit D = 1 unter der Voraussetzung 
Zı = Zıı und im zweiten Fall unter der Bedingurg Z? = Z; Zıı. 


4 
einer 
le 
Bildet man das Qué - 
ae 
5 =| = Dab 
& mit 
wob 
sei 
erhi 
ur = 8 
=: = d = |— 
> 2 of ‚Fu 
der 
a ten 
ist 
“u (31,7a) 
Bı 
ny 
Si 
i 
i 


21,21) 


(31,1) 


(31,2) 


(31,3) 


Um- 


(31,4) 


1,5a) 


1,5b) 


zwei 


J 
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12. Optische Wellen 
Reflexvermindernde Einfach- und Doppelschicht 
Es soll der reflexionsfreie Übergang einer Lichtwelle von einem Medium mit 
dem Brechungsindex ny in ein Medium mit dem Brechungsindex ny, mit Hilfe 
einer bzw. von zwei Schichten durchgeführt werden. Man denke z.B. an den 
reflexionsfreien Übergang einer Welle von Luft in Glas. Die Bedingung für ver- 
schwindende Reflexion lautet nach Gl. (23,24) 


— Bu Zn— Bry + BazıZı + BaZı=0. (31,8) 
Dabei setzt man im Falle der Optik nach Tabelle 1 u). 
(31,9) 


n 


mit der Permeabilitätskonstanten u und der Lichtgeschwindigkeit des Vakuums c, 
wobei absorptionsfreie Medien vorausgesetzt sind. Die Permeabılitätskonstante 
sei überall gleich (u = u,). Mit der Abkürzung 


erhält man aus Gl. (31,8) folgende 


— 8 Bu — + 8? Bat = = 0. (31,11) 
a) Eine reflexionsvermindernde Schicht 
Setzt man in Gl. (31,11) die Matrixelemente einer absorptionsfreien Schicht 
ein, so ergibt sich 
—n}sin— = 0. (31,12) 
v 


.. 
(ny, — cos 


Diese komplexe Zahl wird nur gleich null, falls Real- und Imaginärteil verschwin- 
den. Man erhält damit die Gleichungen 


> od 
(qq — ny) cos —- = 0 


= 
n 
mit den drei Lésungen ve 
nn — ny = sin = 0 


Hierbei stellt Lösung (31,14a) den trivialen Fall dar, daß n = ny = ny. Dann 
ist für beliebige Dicke der Übergangsschicht Reflexionsfreiheit erreicht. Bei der 


Lösung (31,14b) ist ny = ny und d = . Dann ist die Bedingung fiir beliebigen 


Brechungsindex der Übergangsschicht erfüllt. Nur bei der Lösung (31,14c) ist 
ny + myx, und sie ist damit die einzige Lösung im Sinne der Problemstellung. 
Sie lautet explizit 


: 
JE 
| 
2 
| 
6a) 
‚6b) 
aa 
E 
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) Zwei reflexionsvermindernde Schichten 


Die Matrixelemente einer absorptionsfreien Doppelschicht lauten unter Ver- 
wendung der Beziehung (21,21) 


W = cos r, d, cos r, d, 2 sinr,d,sinr,d, (31,16a) 
sin r, d, cos r, d, + r,d, sin r, d,) (31,166) 
Ba=j 2 (n, sin r, d, cos r, d, + n, cos r, d, sin r,d,) (31,16¢) 
= cos r, d, cos r, d,— sin r, d, sin r, dy, (31,164) 


wobei die einzelnen Schichten durch arabische Ziffern gekennzeichnet sind. Werden 
die Matrixelemente in Gl. (31,11) eingesetzt, so ergeben sich ganz analog wie bei 
einer Schicht zwei Bedingungsgleichungen 


. 

(cos rd, cosr,d,- => sinr,d,sinr, d,) 
(31,17a) 

— ny (cos r, d, cos = sinr,d, sin reds) = 0 

\ 

1 

ny Ny (— sin r, d, cos r, d, + —cos r,d, sin r, d, 
N, Ng 
— (n, sin r, d, cos r, d, + n, cos r, d, sin r, d,) = 0. 


Die Lösung dieses Systems lautet 


md, (Rır = — (31,18) 
€ (ME My — n,,) 

2 —n 111) ("3 ny — 11) 


Hier zeigt sich, daß — im Gegensatz zu einer Schicht — bei zwei reflexions- 
vermindernden Schichten nicht nur eine Lösung existiert. Es lassen sich die 
Bereiche von n, und n, angeben, in denen eine Lösung des 

92 9; Problems möglich ist"). Die Bereichsgrenzen ergeben sich 
aus der Bedingung, daß für eine reelle Lösung die Radi- 
kanden in Gln. (31,18) und (31,19) positives Vorzeichen 
haben müssen. Unter der Bedingung ny; > nm, erhält man 

9 das Diagramm Abb. 5, in dem die Lösungsbereiche schraffiert 
sind. Sie werden begrenzt durch die Geraden g,, go, 9s 
und die Geraden n, = 1, n, = 1, da nur Brechungsindizes 
n; Z1in Frage kommen. Die engen der Geraden 


5. lauten 
Lösungsbereiche 
einer Doppelschicht Ny Ny = 


Jo: Ni —ny Nyy = O 


Js: ny — Nj Nyy = O 


(31,20a) 
(31,20b) 
(31,20) 
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a. . 1) K. Schuster, Ann. Physik (6) 4, 352 (1949). J 
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1,16a) 
1 ,16b) 


1,16¢) 
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und auf ihnen liegen die Lösungen für einige Spezialabfälle 


n: 14 (31,218) 
d,=(2141)4 d,= 12 (31,21b) 

Is: d,= (214+ 1)4 d, = (21+ 14. (31,21c) 


Für den allgemeinen Fall kann man innerhalb der schraffierten Bereiche n, und n, 
beliebig wählen und nach den Gln. (31,18) und (31,19) die entsprechenden Schicht- 
dieken bestimmen. 


313. Leitungstheorie 

Die Ausbreitungs- und Wellenkonstante einer abgestützten Lecherleitung © 

Bei einer konzentrischen Lecherleitung seien im Abstand d Stiitzringe oa 
Dicke d’ angebracht (Abb. 6). Ohne Stützen habe die Leitung die Ausbreitungs- 
konstante p, und die Wellenkonstante 3,. Vollkommen mit dem Stützmaterial 
gefüllt seien die entsprechenden Werte der Leitung p’ und 
3. Von Interesse sind nun die Ausbreitungskonstante p 
und die Wellenkonstante 3 der abgestützten Leitung. 
Hierbei ist das Ergebnis bezüglich 3 abhängig vom Ort, an 
dem man die Wellenkonstante messen will. Wählt man als 
Bezugsstelle die Punkte, die in der Mitte zwischen zwei 
benachbarten Stützen liegen, so kann man die abgestützte 
Leitung als unendliche Kette symmetrischer Vierpole dar- 
stellen. Aus der Betrachtung des Grundelements der Kette 
lassen sich die gesuchten Größen berechnen. Das Grundelement besteht aus drei 
Schichten, und seine Matrix ergibt sich nach Gl. (23,18) aus dem Produkt der 
Matrizen der einzelnen Schichten. 


Abb. 6. Abgestützte 
Lecherleitung 


ZEinpd 
ti 


Sin pod, Cojs- pod, - Sinp’d Coj p’d 


|| 
Co} Pods Bo om > 
(31,22) 
Pod, Coj> pod, 


3o 


Im folgenden sei die Bedingung gestellt, daB die Dicke der Stützen d’ klein gegen- 
über der Wellenlänge A ist. Im einzelnen gelte die Beziehung = 


Damit vereinfacht sich die zweite Matrix 
swe 
wll» ‘a’ (31,24) 


| | 


Cojp'd Siny’ 
Sinp’d’ = Coj 


% 
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Nach der Produktbildung erhält man 
18] = 


" 2 ( 2 


3B 3 Bo 3 
‘| Tale Goi + 8) Sing 


Nach Gln, (22,19) und (22,20) ergeben sich hieraus die Bestimmungsgleichungen für 
die Ausbreitungskonstante p und die Wellenkonstante 3. 


= Cof pd = Cof pd, + &) Sinp.d, (31,26) 


AuBerdem gilt die Gleichung 


(31,27) 


d=d,+d. (31,28) 


Damit erhält man unter Berücksichtigung der oben gestellten Bedingung 


3, 
Ginpa + 
Ginpd 


Falls keine Absorption eintritt, kann man die Ausbreitungsgeschwindigkeit » 


einfiihren. Dann ergibt sich 
um /Z’ , Z\ 


v 20°\Z 2 
20 \Z, 7) 
N 


314. Materiewellen 7 
a) Der Tunneleffekt !2) 


Es sei jetzt der Fall untersucht, daß eine Materiewelle auf einen Potentialberg 
trifft, dessen Verlauf in Abb. 7 dargestellt ist. Für << 0 und x >d sei das Po- 
tential V = O und fiir 0 < <dsei V = V,. Die ankommenden Teilchen haben 


12) ‘Val. S. Flügge, Rechenmethoden der Quantentheorie, 1. Teil (Berlin, Göttingen 
1947) S. 43. 
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eine Energie E, die kleiner als V, ist. Nun interessiert die Frage, welcher Anteil 
der auftreffenden Teilchenstromdichte den Potentialberg durchdringt. Auf Grund 


31,25) des speziellen Potentials gilt hierfür die Durchlässigkeits- V 
8’ 3 formel bei der Durchdringung einer Schicht (23,11) W 
3 42,2, 
D= 
21211\ 

Sing, (Z, 3) Sin pd 
n für Entsprechend der Tabelle 1 wird = reell, da dort 

V=-0. Dagegen wird } rein imaginär und p reell. Setzt Abb. 7. Potential- 

man 3 =—jQ, lautet die Durchlässigkeitsformel ar 
1,2 i 

12,2, 

1,27) (4, + Z,,) Goi gd —j(Q “7 ) 

Bildet man das Quadrat des Betrages, so erhält man mit der Abkürzung 

Zı Zu Z, 
| .28) 4 Z; 

4Z5 Coj? gd + Sin? qd 
Q q 
29) oder nach einfacher Umformung 
| 
12 + [123 - -( 


Zur Abkürzung führen wir ein 


Damit lautet die Durchlassigkeitsformel 


| 
1 + (r ~) Sin? qd — 


wobei die beiden Konstanten n und g nach Tabelle 1 wie folgt bestimmt sind. 


i 


32) 


33) 


V 2m(V,—E£) 
ga (31,40) 
h 
m — Teilchenmasse h = Planksches Wirkungsquantum h=>-. 


Bei der Durchlässigkeit sind zwei Spezialfälle von Interesse. 


= 
ur 
» > . 
18 a) Das Potential ist sehr hoch: 
w Damit vereinfacht sich die Durchlässigkeit 
2 
| 
Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 13 3 
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b) Das Potential liegt nur wenig über dem Energiewert: E:V, ~ E 
Unter dieser Voraussetzung erhält man für die Durchlässigkeit 


2h? E+ md (31,42) 


b) Eigenwerte der Energie einer Korpuskel'?) 
Für den in Abb. 8 gezeichneten Potentialverlauf sollen die Eigenwerte der 
Energie berechnet werden. Da an den Rändern des Bereichs das Potential gegen 
unendlich geht, muß dort die Wellenfunktion y = 0 sein. 
Nach der Theorie der Eigenschwingungen führt diese Be- 
dingung auf die Beziehung 
Ba = 0. (31,43) 
Einfaches Ausmultiplizieren der Matrixelemente einer 
md, Doppelschicht ergibt für ®,, den Wert 
Abb. 8. Potential. Ba = 3. Sin p, d, Coj p, d, + 3, p,d, Sin p,d,. (31,44) 
1 


314b Daraus folgt für die Eigenwerte der Energie die Gleichung 


ZıCtgpıd, + 3, Ctg = 0. (31,45) 


Für die weitere Rechnung muß man zwei Fälle unterscheiden. 


a) a > 


V2m(E— 2% 
p, = _ jp, 3. = 2) (31,46) 


.V2m(E- V. 
FL 2) 


Für die Eigenwerte der Energie ergibt sich damit die Gleichung 


r, ctgr,d, + r, ctg r,d, = 0. (31,47) 


2h 


Hierbei erhält man dagegen 
(31,48a) 


2m(V,—E 2h 


Die Eigenwerte der Energie werden in dierem Fall durch folgende Gleichung be- 
stimmt: 
ry ctg rı d, Ga Ctg Ga d, = 0. (31,49) 


13) Vgl. S. Flügge, Rechenmethoden der Quantentheorie, 1. Teil (Berlin, Göttingen 
1947), S. 14. 
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32. Diskrete Elemente 
321. Mechanische Vierpole 
a) Geschwindigkeit von Wellen in Massenpunkt-Feder- Ketten oe 
1. Unendliche Kette mit gleichen Grundelementen 


Es werde eine unendliche Kette betrachtet, die abwechselnd aus einem Massen - 
punkt der Masse m und einer Feder der Federkonstanten c besteht. (Abb. 9). Da- 
bei sei z. B. an das Modell einer Molekülkette ge- 


dacht. Als Elemente einer Kette mechanischer WOW 
ier kann man je einen Massenpunkt mit 


Vierpole 
einer benachbarten Feder zusammenfassen. Die c m 
Matrix dieses Elements erhält man durch Multi- Abb. 9. Massenpunkt- 
plikation der einzelnen Matrizen von Feder und Feder-Kette 7 
Massenpunkt. (Hierzu vgl. Tabelle 2.) | Rz A 
1 0 1 7 @ m|\ 
8|=|.o |. 
| 
1 jom | 
|| — 


Hieraus bestimmt sich die Ausbreitungskonstante nach Gl. (22,7) 
Coj pd = (32,3) 


wobei d der Abstand benachbarter Massepunkte ist. Da keine Absorption der 
Welle auftritt, vereinfacht sich die letzte Gleichung 


od 1 m 
cos — =1—— 0? — 
v 2 c 


(32,4) 


Nach Einführung des halben Winkels erhält man 


2sin 24 1 an (32,5) 


Die explizite Auflésung nach der Ausbreitungsgeschwindigkeit ergibt 


2 are ing 


Fiir kleine Werte der ie co» kann man die arc-sin-Funktion in eine 


Reihe entwickeln und mit dem ersten Gleid abbrechen. Dann erhält man 


Bei höheren Frequenzen fällt die Ausbreitungsgeschwindigkeit nach der Formel 


(32,6) ab. Wegen sin = = <1 ergibt sich eine Bedingung für die höchste über- 
gung 
2 c 


tragene Frequenz, die Grenzfrequenz = 


> 
=3 
Ogr. yz (32,8) 
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t man diese Frequenz in Gl. (32,6) ein, so erhält man als Grenzgeschwindigkeit 
| 


mn 


Als Grenzwellenlänge ergibt sich entsprechend 


Ay. = 34. 


In diesem Fall schwingen benachbarte Molekiile gegeneinander. 


2. Endliche Kette mit verschiedenen Grundelementen 


Gilt die schon in Kapitel 233 gestellte Bedingung, daß die Kettenlänge klein 
gegenüber der Wellenlänge A ist, so kann man die Formel dieses Abschnitts für 
die resultierende Geschwindigkeit einfach übernehmen. Wan 
ds, 
v= | (23,33 a) 
VSM; SN, 


Ein Vergleich von Gin. (23,26) und (32,1) ergibt den Zusammenhang zwischen den 


M,, N; und den Massen m, bzw. den Federkonstanten c, i= 
M,—m, (32, 
(32,11b) 
Ce 


Setzt man diese Werte in Gl. (23,33a) ein, so lautet die Geschwindigkeit 
d.. 

v= =. (32,12) 


Ganz analog erhält man die resultierende Wellenkonstante 


b) Eigenfrequenzen einer Massenpunkt-Feder- Kette '*) 


Es seien k Massenpunkte durch k—1 Federn verbunden. Der erste und der 
letzte Massenpunkt sei durch je eine weitere Feder an einem Widerlager befestigt. 
Damit wird die Geschwindigkeit am Rande — 0. Nach der Theorie der Eigen- 
schwingungen folgt daraus nach der Gl. (23,27) die Bedingung 

Bu = 0. (32,14) 
Da die einzelnen Massen und Federkonstanten untereinander gleich sein sollen, 
kann man die Formeln (23,54) für die Laufzahl k + 1 verwenden. Damit erhält 
man die Gleichung 
2 Ww, + Wee 
; at Sin! (k + 1) Ur Coj (32,15) 
(104, + Wag)? — 4 


io 14) Vgl. W. Braunbek, Ann. Physik (6) 4, 169 (1949). = 2. = u a 


v 
wobei über sämtliche Massen und Federkonstanten zu summieren ist. ; 4 
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Hierbei muß man die Matrixelemente entsprechend Gl. (32,2) einsetzen. Führt 
man dies durch, ergibt sich die Beziehung 


Setzt man zur Abkiirzung 


(32,17) 


so erhält man für w die Gleichung 


Sin {(k + 1) Ar Coj (1 — w*)} = 0. (32,18) 


v2 


w 
V(1—w*)? — 1 
Da nur reelle Lösungen von w interessieren, muß man auf trigonometrische 
Funktionen übergehen. Nach den Umformungen 


Ar Coj (1 — w*) = j are cos (1 — w*) (82,19) 
und 
Sin Sj (k + 1) are cos (1 — w2)} = j sin {(k + 1) are cos (L— w*)} (32,20) 
ergibt sich 
w 
Va—-—w)?—1 
Multipliziert man den Radikand aus und führt die arc-sin-Funktion ein, so erhält 
man 


sin {(k +- 1) are cos (1 — w*)} = 0. (32,21) 


Vw—2 | V2) 
Der Zähler wird gleich null für a 
ur 

2 (+ 1) are sin §=@4+342... 


Das ergibt für w, die Gleichung 


In 
2(k+i) ’ 
wobei / von 1 bis k läuft. Für 1 = k + 1 wird neben dem Zähler gleichzeitig der 
Nenner gleich null, dieser Wert ergibt also keine Lösung des Problems. Auch alle 
weiteren Werte von / liefern auf Grund der Periodizität der sin-Funktion keine 
neuen Lösungen. Geht man auf die ursprünglichen Variablen zurück, erhält man 
die Gleichung für die Eigenfrequenzen der Kette 


= -=\< ler 1=1,2,3---k. (32,25) 


w, | "2 sin 


322. Elektrische Vierpole 
Analogierechenmaschine fiir eine reflexionsvermindernde Doppelschicht 
in der Optik ') 

a) Prinzipieller Modellaufbau für den Durchlissigkeitsjaktor 


Ein elektrischer Verbraucher (Abb. 10) mit dem Widerstand Ry, ist über einen 
Vierpol an einen Generator mit dem Innenwiderstand Rı angeschlossen. Ry und 


15) Eine derartige Rechenmaschine wurde von S. M. MacNeille u. E. O. Dixon 
[J. Opt. Soc. Amer. 40, 261 (1950)] gebaut. Technische Einzelheiten wurden nicht mit- 
geteilt. 
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Ry seien reell und frequenzunabhängig. Für die eingezeichneten Ströme 91, 9 Su 
. 2 erhält man durch Anwendung der Vierpolgleichungen folgende Beziehungen 


E— Ry = (Wu + By) I (32,268) 
R St = (Wa Roy + War) Sy. (32,266) 
P Daraus läßt sich der Strom Sy; berechnen. 

E 

 Abb..10. Modellaufbau für = 

4 den Durchlässigkeitsfaktor Ry + B, + B,, By By + 

ta) 


_ Wird andererseits der Verbraucher an den Generator direkt angeschlossen und 
der Widerstand des Verbrauchers gleich Ry gemacht, fließt der Strom Sy 


E 


SI = SR, 


(32,28) 
a Für das Verhältnis V der im Außenwiderstand verbrauchten Leistung für diese 
beide Fälle erhält man 
4R, Ry 
8, +B, +B, 1 + B,, B, 
; Diese Formel entspricht genau Gl. (23,19) für Pi Durchlässigkeitsfaktor D, 
falls man R,=uZ, und für die Wellenkonstanten des Modellvierpols ebenfalls 
Burm =U Ir setzt, wobei Z, und 3,,, Wellenkonstanten des optischen Pro- 
blems sind. 

Mit diesem Modellaufbau besteht also die Möglichkeit, Messungen für den 
= > Durchlässigkeitsfaktor durchzuführen. Da die Widerstände reell und frequenz- 
unabhängig sind, ist es hierbei nicht notwendig, Leistungen zu messen. Es ge- 
nügt, die Ströme Sn und Sj; bzw. die entsprechenden Spannungen zu messen und 
hieraus die Leistungen zu berechnen. 


(32,29) 


b) Ersatzschaltbild der reflexionsvermindernden Schichten 
In Gl. (32,29) kommen die Eigenschaften der Schichten in den Matrixelementen 
des eingeschalteten Vierpols zum Ausdruck. Sollen die Modellmessungen in einem 
größeren Frequenzbereich exakt durchgeführt werden, so muß man in der elek- 
trischen Ersatzschaltung für eine optische Schicht ebenfalls ein Gebilde des Kon- 
tinuums verwenden, also eine Lecherleitung. Um die Bestimmungsstücke dieser 
Leitung als Funktion der Konstanten der nachzubildenden optischen Schicht zu 
erhalten, verwendet man Gln. (24,3) und (24,4), wobei die weitere Rechnung 
speziell für absorptionsfreie Verhältnisse durchgeführt werden soll. Sie lauten 
Zu =uZ (24,3) 
_ (24,4) 
Oy v 

Bei dem zu behandelnden optischen Problem führt man den Brechungsindex n, 
“ Vakuumlichtgeschwindigkeit c und die Permeabilitätskonstante u ein (fire 

sei überall gleich 1). Damit folgt nach Tabelle 1 


(32,30) 


(32,30b) 
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Für das elektrische Modell erhält man Zy und vy als Funktion der 
Induktivität/Längeneinheit Z’ und der Kapazität/Längeneinheit C’ 


‘ jL’ ‘ 


Wählt man speziell eine konzentrische Lecherleitung (rei = 1 und &reı > 1) 
mit dem Innnenradius r, und dem Außenradius r,, so gelten für L’ und C' die be- 


kannten Beziehungen '*) 


Durch Kombination der Gin. (24,3), (24,4) und (32,30) bis (32,32) ergeben sich für 
fre) und dy, folgende Werte 


(32,33) 


2 
rel = n 
r bs = Tu D 9 DY 


Wählt man In“ — — |(r, & 2,718 r,) und u = In so vereinfachen sich die beiden 
letzten Gleichungen wie folgt: 
= (32,24a) 
=i 4, 
Oy 


Für die praktische Durchführung der Modellmessungen wird nicht die Ver- 
wendung von Lecherleitungen angestrebt, sondern versucht, mit konzentrierten 
Schaltelementen (hier speziell nur Spulen und Kondensatoren) auszukommen. 
Bekanntlich läßt sich ein kurzes Leitungsstiick (Ad < 4) für den absorptions- 
freien Fall durch eine Schaltung entsprechend Abb. 11 darstellen "’). l 
Durch Reihenentwicklung der Gln. (22,39) erhalt man fiir die In- 


duktivität Z und die C die einfachen Beziehungen 
— 4m Ad (39.354) Abb. 11. Er- 
eines kurzen 
1 1 29 ar Leit 
2 Ady, 2 Zu Um Id (32,35 b) stiicke 


6) Vol. F. W. Gundlach, Grundlagen der Höchstfrequenztechnik (Berlin, Göttingen, 
Heidelberg 1950), S. 212. 

1) Für eine Frequenz kann man eine beliebig lange Schicht des Kontinuums durch 
einen Vierpol ersetzen. 
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wobei Ad die Länge des Leitungsstiicks ist. Eine Abschätzung'®) zeigt, daß bei 
diesem Ersatz des Kontinuums durch diskrete Elemente das einzelne Schalt- ‘i 
element mit einem Fehler behaftet ist, der kleiner als 1% wird, falls man pro Wellen- ” 
linge mindestens 26 Vierpole entsprechend Abb. 11 verwendet. 
Fiihrt man die optischen Konstanten ein, so ergibt sich la 
L=—« My Ad (32,36a) 
Wy é 4 _ R 
1 
(32,36 b) te 
2 wy U 
Für das vorliegende optische Problem, bei dem die Schichtdicken x (a =< 5) 
sein werden, setzt man also zweckmäßig pro Schicht 13 Vierpole an. Damit er- J 
halt man als elektrische Analogierechenmaschine eine Anordnung entsprechend ( 
Abb. 12. 
< a Zur Demonstration der Methode h 
°C, Gj G CF Of folgt ein einfaches Zahlenbeispiel, ‘ 
4 | ohne Berücksichtigung der opti- 
2. Modellaufbau für den Durchlässig. ‘Chen Zweckmäßigkeit der ge- ; 
keitsfaktor wählten Anordnung. ‘ 
Zahlenbeispiel 
Optisches Problem ny=1 n= 1,5 
Frequenzbereich: 4-10%Hz< 7,5-10%Hz f, — 6 104 Hz 
“4 Schicht 1: (Quars) d, > 


6 4 
R Schicht 2: N, — 2,56 (TiO,) a, = 
ir Elektrisches Modell R,— 37682 Ry—2512 (u 
Frequenzbereich: 4-10°Hz s fy s 7,5 - 108 Hz 
Schicht 1: L, = 8,32 uH C, = 61,8 pk 
Sehicht 2: = 4,11 pH C,=109pF. 
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7 keit. Weitere Literatur findet sich insbesondere in den mit * gekennzeichneten Arbeiten. 
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Quantentheorie einer neuen Ursache 
von Ferromagnetismus')?) 


Von @. Heber 


(Mit 4 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht us 
Die von Zener eingefiihrte neue Ursache von Ferromagnetismus, die Aus- 
tauschwechselwirkung der 3d- mit den 4s-Elektronen eines Kristalles, wird quan- 
tentheoretisch zusammen mit der bekannten Heisenbergschen Ursache (Aus- 
tauschwechselwirkung der 3d-Elektronen untereinander) diskutiert. Im Gegensatz 
zu zwei früheren Veröffentlichungen des Verfassers wird hier auch fiir die 3d- 
Elektronen das Energieband-Modell benutzt. Weiterhin leiten wir die Grund- 
gleichungen einer phänomenologischen Spinwellen-Theorie her und finden, daß 
die wesentlichen Eigenschaften der tiefsten stationären Zustände des Kristalles 
unabhängig vom speziellen Modell sind, welches für die 3d-Elektronen gewählt 
wird. 

Für tiefe Temperaturen werden die statistischen Mittelwerte für spontane 
Magnetisierung und Energie des Kristalles genähert bestimmt. Es ergibt sich die 
Möglichkeit, aus der Temperaturabhängigkeit der spontanen Magnetisierung 
(experimentell gesichertes 7”:-Gesetz) zu schließen, daß die Zenersche Ursache 
bei Ni sicher, bei Fe und Co wahrscheinlich ebenfalls gegenüber der Heisen- 
bergschen Ursache sekundäre Bedeutung besitzt. Anderenfalls müßte ein schon 
qualitativ anderes Gesetz für die Abhängigkeit der Magnetisierung von der Tem- 
peratur gelten. 


= 
7 

Kürzlich hat Zener in einigen Arbeiten) die Vermutung mg hen, daß 
der Ferromagnetismus des Fe, Co, Ni, aber auch der anderer Substanzen nicht 
einem positiven 3d—3d-Austauschintegral 4 seine Existenz verdanke, sondern 
einem indirekten Wechselwirkungsmechanismus, in welchem das Vorhandensein 
der 4s-Elektronen und ihre Wechselwirkung untereinander sowie mit den 3d- 
Elektronen eine wesentliche Rolle spielen. 

Davon, daß dieser indirekte Wechselwirkungsmechanismus tatsächlich eine 
Art Ferromagnetismus hervorrufen kann, überzeugt man sich am einfachsten an 
Hand einer Molekularfeld-Theorie, wie sie bei Zener*) benutzt und bei uns im 
Anhang 3 nochmals hergeleitet wird. Natürlich wird man sich mit einer solchen 


1) Habilitationsschrift Jena. 

*) Ein Xurzer Auszug dieser Abhandlung erschien bereits unter dem gleichen Titel 
in dieser Zeitschrift. Die wesentlichen Ergebnisse wurden außerdem vom Verfasser an- 
läßlich des Deutschen yy 1952 in Berlin vorgetragen. Fey 

3) C. Zener, Physic. Rev. 81, 440; 82, 403; 83, 298 (1951). i 
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phänomenologischen Theorie nicht zufrieden geben, sondern versuchen, eine 
strengere Quantentheorie des Problems zu entwickeln. Mit dieser Aufgabe hat 
sich der Verfasser auseinandergesetzt und darüber in zwei Veröffentlichungen *) 
(künftig als I und II zitiert) berichtet. Die vorliegende Arbeit stellt eine Weiter- 
entwicklung der dort begonnenen Untersuchungen dar. 


Da es sich bei unseren Überlegungen um die Frage nach dem Ursprung des 
Ferromagnetismus handelt, können wir uns nicht mit phänomenologischen oder 
halbphänomenologischen Theorien zufrieden geben, sondern müssen versuchen, 
mit den Gesetzen. der Quantentheorie allein auszukommen. Dies führt uns dazu, 
eine Verallgemeinerung der Spinwellentheorie 5) als der konsequentesten quanten- 
theoretischen Behandlung des Problems anzustreben. Leider muß man bei Be- 
nutzung dieser Theorie die Überlegungen vorläufig noch auf tiefe Temperaturen 
(relativ zum Curie-Punkt) beschränken, sonst werden die mathematischen Kom- 
plikationen zu groß. Die notwendige Verallgemeinerung besteht vor allem in 
einer Erweiterung des Modells, d.h. in einer Einbeziehung der 4s-Elektronen in 
die Rechnungen. Dabei sehen wir es als auf jeden Fall vernünftig an, die 4s- 
Elektronen in Hund-Mulliken-Zuständen einzuführen, die von ebenen Wellen 
nicht sehr verschieden sein sollen. 


Die 3d-Elektronen wurden in I, II in Heitler-London-Zuständen eingeführt; 
es zeigte sich, daß man dann in guter Näherung ebenfalls Spinwellenzustände als 
stationäre Zustände des Kristalls erhielt. Die Abhängigkeit der Energie dieser 
Zustände von der Wellenzahl jedoch war gegen früher verändert. Diese Über- 
legungen brachten uns die Einsicht, daß auch in quantentheoretischer Formu- 
lierung der neue Mechanismus Ferromagnetismus erzeugen kann; unter Umständen 
kann selbst bei A < 0*%) seinetwegen eine spontane Magnetisierung auftreten. Man 
wird wohl nicht fehl gehen, wenn man annimmt, daß in der Natur beide Mechanis- 
men, sowohl der Zenersche als auch der Heisenbergsche, zusammenwirken : 
die Stärke beider Mechanismen wird in verschiedenen Substanzen im allgemeinen 
verschieden sein. Deshalb ist es von besonderem Interesse, festzustellen, daß bei 
verschiedener relativer Stärke der beiden Kopplungsmgehanismen charakteristisch 
verschiedene M (7')-Gesetze’) zu erwarten sind, was unter Umständen eine Mög- 
lichkeit erschließt, zu ermitteln, welcher Mechansimus in der Natur mit welcher 
Stärke am Zustandekommen des Ferromagnetismus einer bestimmten Substanz 
beteiligt ist. : 

Die letztgenannte Tatsache wurde allerdings in I, II nur qualitativ aus der 
Spinwellenenergie abgelesen, weil uns die Grundlage der letzteren für eine quan- 
titative Auswertung noch zu speziell war. Vor allem schien es uns nötig zu sein, 
zu untersuchen, inwieweit der Typ der 3d-Eigenfunktionen das Resultat beein- 
flussen kann. Eine solche Untersuchung ist in dieser Arbeit enthalten. Sie wird 
in der Form durchgeführt, daß wir das Eigenwertproblem lösen für den Fall, in 
welchem die 3d-Elektronen in Hund-Mulliken-Zuständen eingeführt werden. 
Es zeigt sich dann, daß die Spinwellenenergie im wesentlichen ungeändert bleibt, 
was zu dem Schluß berechtigen dürfte, diese Energie sei eine brauchbare Näherung 
auch in dem Zwischengebiet, welches in der Natur mit größter Wahrscheinlichkeit 


) G. Heber, Wiss. Z. d. Univ. Jena, 1. Jg., H. 1, S. 79; H. 3 S. 95 (1952). ay u 
) F. Bloch, Z. Physik 61, 206 (1930). ee 
5) A = Austauschintegral benachbarter 3d-Elektronen. 
) M = Spontane Magnetisierung; 7’ = absolute Temperatur. 
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verwirklicht sein dürfte und in welchem die 3d-Elektronen weder in Heitler- 
London noch in Hund-Mulliken-Zuständen sitzen. 

Es wird in der vorliegenden Arbeit auch eine Verbesserung von I, II nachgeholt, 
welche unbedingt notwendig ist, nämlich die Berücksichtigung der übrigen Va- 
lenz-Elektronen in der Ausgangsgleichung zur Gewinnung der Eigenfunktionen 
der einzelnen Elektronen in nullter Näherung. Dies geschieht mittels Zugrunde- 
legung von Gleichungen des Hartreeschen und Hartree-Fockschen Typs im 
erwähnten Problem. Schließlich befreien wir uns hier näherungsweise von der Be- 
schränkung auf je ein 3d- und 4s-Elektron pro Atom, indem wir eine phänomenolo- 
gische Spinwellentheorie nach bekannten Vorbildern entwickeln. 

Nachdem wir so verschiedene Mängel von I, II beseitigt haben, dürfen wir 
an eine quantitative Auswertung der Energiespektren herangehen. Die Statistik 
liefert unter anderen Formeln fiir M(T), welche mit den Experimenten vergleich- 
bar sind. Neben der überraschenden Tatsache, daß der neue Mechanismus auch 
Ferromagnetismus in den 2- und l-dimensionalen Gittern hervorrufen kann, 
erhalten wir jetzt die quantitative Bestätigung der früheren qualitativen Fol- 
gerungen: Die experimentelle Bestätigung der 7”/:-Gesetze der spontanen Magneti- 
sierung bei tiefen Temperaturen schließt die Möglichkeit aus, daß bei diesen 
Substanzen der Ferromagnetismus im wesentlichen allein durch 4s—3d-Kopp- 
lung erzeugt wird. Bei Ni und Co ist das 7”’/:-Gesetz nur mit der Annahme ver- 
träglich, daß A > 0 und die 4s-—3d-Kopplung schwach gegen die 3d—3d-Kopp- 
lung sei, während bei Fe im Prinzip auch bei A < 0 ein T":-Gesetz auftreten 
könnte. 

$ 2. Bericht über frühere Rechnungen 


Hier sollen die wesentlichen Züge der in I, II enthaltenen Überlegungen kurz 
skizziert werden. — Die wesentlichsten Punkte dieser früheren Veröffentlichungen 
sind die folgenden: 

l. Die N 3d-Elektronen werden in nullter Näherung in Heitler-London- 
Zuständen eingeführt, welche genähert orthogonal zueinander sind, während die 
N 4s-Elektronen in Hund-Mulliken-Zuständen angenommen werden. 

2. Es wird die Vorstelluhg wesentlich benutzt, daß zu jeder Konfiguration der 
Spins der 3d-Elektronen die 4s-Elektronen denjenigen Zustand einnehmen, 
welcher die minimale Gesamtenergie besitzt. Dies wird mit der relativ großen 
Breite des Energiebandes der 4s-Elektronen begründet. 

3. Bei der Ermittlung dieses günstigsten Zustandes, in welchem die 4s-Elek- 
tronen einen resultierenden Spin zeigen, falls die 3d-Elektronen dies tun, kommt 
es auf die Abhängigkeit der Gesamtenergie E einer untereinander wechselwirkenden 


h 
Gesamtheit von N 4s-Elektronen von der Größe des resultierenden Spins Nx - > 


an. Es wird in genügender Allgemeinheit gezeigt, daß diese Abhängigkeit in erster 
Näherung eine quadratische ist: 


(1) 

Die benutzte mathematische Näherung bietet keine Besonderheiten; es ist 
die übliche Störungstheorie mit total antisymmetrischen, praktisch miteinander 
entarteten Funktionen. Als Energie ¢ einer Spinwelle der Wellenzahl $® erhielten 


wir auf dem angedeuteten Wege die Formel: 


+94 ($—1(9). 
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Hier bedeuten A das 3d—3d-Austauschintegral nächster Nachbarn (weitere Aus- 
tauschintegrale sind vernachlässigt), z die Zahl der nächsten Nachbarn eines 
Atoms im Gitter, 


Ao - N® (y gemäß (1)), 

4y 
A, = mittleres Austauschintegral zwischen einer 3d- und einer 4s-Funktion®)); 
die Funktionen f($t) schließlich hängen von der Gitterstruktur des Ferromagneti- 
kums ab. Sie seien fiir die einfachsten Gittertypen angegeben: 


x) lineare Kette: = cos K, 

ß) quadratisches Flachengitter : /(&) = cos K, + cos K, a 

y) einfach-kubisches Gitter: f{R) = cos K, + cos K, + cosK, 

6) kubisch-flächenzentriertes Gitter: f{R) = 2 (cos } K,cos$K,+ cos} K, 
-cos } K, + cos} K, cos } K,) 

e) kubisch-raumzentriertes Gitter: = 4cos$ K, cos } K, cos} K,. 


Aus (2) wurden dann die schon erwähnten qualitativen Folgerungen betreffs 
der zu erwartenden M(T')-Gesetze gezogen. Auf diesen Teil von II brauchen wir 
jedoch nicht näher einzugehen, da die entsprechenden Schlüsse in der vorliegenden 
Abhandlung auf quantitativem Wege hergeleitet werden. 

Die oben skizzierte Konzeption bezüglich des Zustandes der Gesamtheit der 
4s-Elektronen liegt auch der vorliegenden Arbeit zugrunde, wenn auch im fol- 
genden kaum mehr explizit darüber gesprochen wird. Sie scheint dem Verfasser 
gut genug begründet zu sein durch die Bestimmung der Struktur der Energie- 
bänder z. B. im a—Fe, welche ein sehr breites Band ergab, hauptsächlich von 
4s-Elektronen herrührend, und drei relativ schmale Bänder, hauptsächlich durch 
3d-Funktionen gebildet, welche sich gegenseitig überlappen?). i 


$ 3. Störungsrechnung mit Hund-Mulliken-Funktionen ye. a 


Wir führen jetzt nicht nur für die N 4s-Elektronen, sondern auch für die N 3d- 
Elektronen Eigenfunktionen vom Hund-Mullikenschen Typ ein. Untersuchen 
wir wieder die Energie-Differenz zweier charakteristischer Zustände in erster 
Näherung: 


a) Zustand, in welchem alle N 3d-Elektronen a zy (i = 9 4s-Elektronen 
(+) Spin, za.) 4s-Elektronen (—) Spin haben. 
b) Zustand, in welchem (N — 1) 3d-Elektronen und 2 (1 + &) 4s-Elektronen 


(+) Spin, 1 3d-Elektron und (1 — &) 4s-Elektron (—) Spin haben. 


Dabei können wir uns auf eine Arbeit von Slater?) stützen, in welcher dieser 
die gleichen Fragen wie wir behandelte, aber nur N 3d-Elektronen, keine 48-Elek- 
tronen einführte. Es dürfte zweckmäßig sein, sich in der Bezeichnungsweise weit- 


*) Man bemerke, daß 3 y ~N sind. 


®) Vgl. M. F. Manning, Physic. Rev. 68, 190 (1943). 
am 3. C. Slater, Physic. Rev. 52, 198 (1937). 
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gehend an die erwähnte Slatersche Arbeit anzuschließen. Seien also b(f, v), 
b’(f,x) die Eigenfunktionen des 3d- bzw. 4s-Bandes, W (f), W’(f) die zugehörigen 
Energien in nullter Näherung. In der bekannten Weise bauen wir aus den Funk- 
tionen b, b’ die zu den Zuständen a), b) gehörigen total antisymmetrischen Slater- 
Date rminanten auf. Zu a) gehöre die Determinante B(0), zu b) dagegen BE — If). 
Wie bei Slater soll in b) 1 3d-Elektron im Zustand £ mit (—) Spin sitzen, aber 
der Zustand f— 8 mit (+) Spin leer sein. Die Determinanten-Funktionen B 
seien auch auf | normiert. 


u Die zu B(0) gehörige Energie 1. Näherung bezeichnen wir mit 
<B(0) \H| B(0), = E,, (3) 
dann wird die zu B(f— &, £) gehörige Energie 1. Näherung: opty 
8, f) B(E—&, = + — + = A f') 
+ - A’ f’). (4) 


Hier ist nach bekannten Sätzen die erste Summe über das ganze 3d-Band (ausge- 
nommen den Zustand f— ft) zu erstrecken, die zweite dagegen nur über das 
Gebiet des 4s-Bandes, in welchem ungepaarte Spins sitzen. Die Größen A, 4' 
sind folgende Austausch-Integrale: 
[br (E— 8, 1) bir, 1)b* 2) dt, dt, 
4a 
A'(f— 8, = & [br (E—&, 1) 8, 2) dt, dt, 
12 
dt, ist das räumliche Volumenelement, 1 bzw. 2 vertritt die Elektronen-Orts- 
koordinaten r, bzw. r,. Diese Integrale sind sämtlich positiv, im Gegensatz zu 
«den in den Blochschen Rechnungen auftretenden A (A, ist auch dort schon > 0). 
Das liegt daran, daß im Störungsglied des Hamilton-Operators nur noch die 
Coulomb-Wechselwirkungen der Elektronen untereinander auftreten; die 
Wechselwirkung mit den Nachbar-Atomen wurde ja schon in b(f, r) berücksichtigt. 
(4) unterscheidet sich von der entsprechenden Slaterschen Formel durch die 
letzte Summe. Man ist zunächst versucht, diese wegzulassen gegenüber der vor- 
letzten, da ja die Zahl der Summenglieder bei der letzten Summe gegenüber der 
der vorletzten sehr klein sein wird. Wir werden jedoch sogleich zeigen, daß ein 
_ solcher Schluß voreilig wäre. 
Zuvor sei noch bemerkt, daß man ja auf (4) die Slatersche halbquantitative 
Erklärung!) für die Existenz von Ferromagnetismus im Energiebänder-Schema 
gründen könnte. Geht man vom Zustand a) zu b) über, so erniedrigt man die 
spontane Magnetisierung des Kristalles. Die zu einem solchen Übergang nötige 
Energie setzt sich zusammen aus einem stets positiven Beitrag (der Änderung der 
 Austauschenergie, A A) und einem Beitrag AW, dessen Vorzeichen von f und 
abhängt und welcher die Änderung der kinetischen und potentiellen Energie 
nullter Näherung gibt. AW kann den größten negativen Wert dann erreichen, 
wenn der Übergang vom oberen zum unteren Rande des 3d-Bandes erfolgt, wir 
 nennnen diesen Wert ß. Nur falls 4A — fp > 0, ist der ferromagnetische Zustand 
_ der energetisch tiefste; obige Ungleichung erscheint hier als notwendige Bedingung 
für Ferromagnetismus. Man sieht, daß durch die Einbeziehung dder 4s-Elektronen 
_der positive Term AA größer geworden ist als ohne 4s-Elektronen. 


Da’ 


1) J.C. Slater, Physic. Rev. 49, 537, 931 (1936), 
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Versuchen wir, die beiden Beiträge zu AA gegeneinander abzuschätzen! Dazu 
führen wir nach dem Vorbilde Slaters statt der Funktionen vom Hund-Mulli- 
kenschen Typ b, b’ vorübergehend wieder solche vom Heitler-Londonschen 
Typ a, a’ ein. Diese Funktionen a, a’ definieren wir durch: 

a R) = — Df, x); a'(r—R) = = (fr). (5) 
IN ay 
Die Summationen sind zu erstrecken über das gesamte 3d- bzw. 4s-Band. ist 
ein „Gittervektor“, d. h. ein Vektor vom Nullpunkt zu einem der Gitteratome. 
Die Umkehrungen von (5) lauten ersichtlich: 


b(f,x) = a(r—H,); (fr) = ct in a’ (v—R,,). (5a) 
i n} 


In (5a) sind die Summationen über alle Gitterpunkte NR, zu erstrecken. Wannier 
hat vezeigt}*), daß die so definierten Funktionen (5) nur in der Nähe des durch den 
Ortsvektor N, gekennzeichneten Atomes von 0 verschieden sind. Das haben sie 
mit den bei Bloch und auch in I, II benutzten Funktionen g,(t) gemeinsam; ihr 
sroßer Vorzug gegenüber letzteren besteht aber darin, daß sie für verschiedene 9,, 
exakt orthogonal zueinander sind, die , besaßen diese Eigenschaft nur genähert. 
Wir haben zwar in I, II immer so gerechnet, als seien die p, exakt orthogonal, 
aber das war nur eine nicht sehr gute Näherung. — 

Beachten wir (5a), so erscheint an Stelle der vorletzten Summe in (4): . 


a* (tx a (t,;— )a* )a (ta- dt, 18), 


Wegen der letzten Summation bez. f' über praktisch das ganze 3d-Band bleiben 
nur die Glieder der Vierfach-Summe übrig, für welche R, = R, ist. Die Summa- 
tion über f’ und die über R, — R, geben dann beide den Faktor N, so daß wir 
schließlich behalten: 

SA(t— 8K, x ei 

R, R’ (6) 
— Ro) a (ty — Ro— R— R’) a* — Ry — R)a (te Ro) — dt dt,. 

12 


Behandeln wir die letzte Summe in (4) auf die gleiche Weise, so erhalten wir zu- 


nachst: 
— Ro — Re) a — R-— MN’) a* Ry — a’ (tz — o— dh dt, 
12 


Die Summation über f' erstreckt sich aber hier nur auf das kleine Gebiet im 4s- 
Band mit ungepaarten Spins. Wir können sie dehalb genähert ausführen, wenn 
wir beachten, daß sich in diesem Gebiet f' wenig ändern wird. N & ist die Zahl 


12) G.H. Wannier, Physic. Rev. 52, 190 (1937). 
13) N, ist ein beliebiger, fester Gittervektor; R, R', Ry, R, durchlaufen alle Gitter- 
vektoren. 
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der Eigenwerte im Summationsvolumen, f, sei ein geeigneter Mittelwert von f’. 
Obiger Ausdruck reduziert sich dann auf: 


In 


(f—S8, ff) == R+ it, 


(7) 


12 


Beachtet man weiter, daß die Funktionen a (t— R,) nur in der Umgebung von 
t— N, groß sind, so sieht man, daß in (6) nur wenige Glieder groß bleiben: das 


n 


weitaus erößte Glied in (6) ist natürlich: 
1 
e Ro) a — Ro) a* — Ro) — Ho) dt,. 
12 
Das entsprechende Glied aus (7) lautet dann 


se [a* (tv, — My) a (ty — Ry) a* (tg — Ry) a’ (tg — Hy) dt, dt,. 
12 


Man erkennt jetzt, daß in (7) alle Glieder aus (6) enthalten sind, nur mit dem 
Faktor é statt 1 versehen. Außerdem enthält aber (7) Glieder, welche in (6) fehlen, 
weil ja in (7) noch die Doppelsumme über R, und i, bleibt. Die Zahl dieser Glieder 
ist nicht klein; wir wollen sie hier nicht aufschreiben, uns nur mit der Feststellung 
begnügen, daß eben deshalb (7) gegenüber (6) nicht ohne weiteres vernachlässigt 
werden darf. Wir schreiben statt (6): x,, statt (7): x, und erhalten so: 


<B (t— 8, f) |H| B(t— 8, )) —E, = W()— W + a+ Em: (8) 


x, und x, werden des weiteren als Parameter behandelt. & könnte natürlich ganz 
wie in I, II aus einer Minimumsforderung bestimmt werden (E, enthält noch &), 
doch wollen wir dies hier nicht weiter verfolgen. — 

Slater zeigte in der zitierten Arbeit !%), daß die bisher betrachteten Zustände 
mit einem antiparallelen Spin der 3d-Elektronen nicht die stationären und deshalb 
nicht die energetisch tiefsten Zustände dieser Spinkombinationen sind, sondern 
daß gewisse Linearkombinationen dieser Zustände stationär sind und z. T. tiefer 
zu liegen kommen, also für Existenz oder Nichtexistenz von Ferromagnetismus 
wesentlich wichtiger sind als obige Zustände. Deshalb muß man sein Augenmerk 
auf die letzteren richten. Es zeigte sich, daß der tiefste dieser stationären Zu- 
stände mit dem Spinwellen-Zustand in der alten Blochschen Theorie verwandt 
ist, während die höheren Zustände „polaren“ Spinwellen-Zuständen entsprechen, 
d.h. solchen, in welchen 1 3d-Elektron mit (—) Spin an einem der Nachbar-Atome 
sitzt und ein positives Ion zurückgeblieben ist. — Die erwähnte Verwandtschaft 
besteht darin, daß hier die Heitler-London-Funktionen a statt der bei Bloch 
eingeführten @, die 3d-Zustände charakterisieren. Man kann deshalb sagen, 
daß die Slaterschen Rechnungen die Blochschen in 2 Richtungen ergänzten: 

l. Es wurde gezeigt, daß die Blochschen Ergebnisse auch im Hund- 
Mullikenschen Modell gültig bleiben. 

2. Die Überlegungen auf der Grundlage des Heitler-Londonschen Mo- 
lelles wurden durch Einführung exakt orthogonaler Einelektronen Funktionen 
an Stelle der genähert orthogonalen und durch Berücksichtigung polarer Spin- 
wellen neben den nichtpolaren verbessert. 

Im folgenden soll angedeutet werden, wie sich die soeben referierten Slater- 
schen Überlegungen auf unser jetziges, komplizierteres Modell des Ferromagneti- 
kums übertragen lassen. Unsere Aufgabe besteht also darin, aus den bisher be- 
nutzten Zustandsfunktionen B(f— &, f) des Kristalles mit 1 umgekehrten Spin 
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der 3d-Elektronen in besserer Näherung stationäre Kombinationen zu bilden und 


@. Heber: Quantentheorie einer neuen Ursache von Ferromagnetismus 51 


deren Energien zu bestimmen. 

Dazu benötigen wir zunächst auch die Nichtdiagonal-Elemente der Energie- 
matrix bezüglich her B-Funktionen; man überzeugt sich leicht, daß diese auch in 
unserem Modell lauten: 


<BE— &, f) |H| = 
=— [b* (f, ,) (f — &, (E—&, = dt dt, (9) 


2 
= + 2 Arf (M) + 24, 
wobei gesetzt ist: u 
Ay = | a*® (t,— Ro) a (u — Ry) a* (ve — Ry) a 


4, == f a* (t, Ry) a (r,— RK, — R,) a* (¢, (ta Ry) = dt, dt, ; 
A, = [a (t,— Ry) a (u No) a* (rg — Ro— R,,) a (tz — Ry — R,,) — dt, dt. ; 
12 


(R, = Vektor, welcher einen nächsten Nachbarn des Atoms ®R, bezeichnet). 
Die Ubergangselemente zwischen den verschiedenen fl verschwinden sämtlich. 
Wir notieren nochmals die schon oben bestimmten Diagonalelemente: 


BE— H| BER, HD) = = Ey + W (f)— W (E—8&) ++ Fay. (10) 
(E, = Zustand ohne umgeklappten 3d-Spin). 
Die Lösung der gestellten Aufgabe geschieht in der üblichen Weise durch die 
Lösung der Schrödinger-Gleichung: ae 
Zar = Er Far ) ay) 


(die Summen pa über das ganze Band zu iinet oder des FREE 
Gleichungssystems: 
Zar = Egat. (11a) 
r 


Wir deuten im folgenden nur die Konstruktion der energetisch tiefsten Lösung des 
sehr komplizierten Problems (lla) an; diese Lösung ist durch R,= 0 (s. u.) 
ausgezeichnet. 

Der Ansatz a; = e‘!% führt im Spezialfall R, = 0 auf: 


er befriedigt ersichtlich nur im Extremfall sehr schmaler Bänder, wenn also W (f) 
praktisch unabhängig von f ist; anderenfalls hängt Hg noch von f ab, d.h. das 
Gleichungssystem wird nicht erfüllt. — Befriedigender ist der Ansatz: 

ay = + u (ei! Rn, + + 
wo A, Parameter, R, der Ortsvektor eines beliebigen Gitteratoms und R,,, 
R,, die Ortsvektoren der nächsten Nachbarn von R, sind. Wir arbeiten also mit 
den ersten Gliedern einer Fourier-Entwicklung von ay. Im Falle R, = Oerhalt 
man dann: 
E(S) ~ Ey + W(t)— W(E— 8) + a9 + 
|—Ay + 24, (5 we? f(t) (13) 


| 
(7) 
dt,. 
8 von 
1: das 
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A/u ist so zu wählen, daß Ly möglichst wenig von f abhängt. Indem man nicht nur 
die nächsten Nachbarn R,, von R,, sondern auch die übernächsten usw. in den 
Ansatz einbezieht, also höhere Glieder der Fourier-Entwicklung beachtet, 
kann man den Ansatz schrittweise immer mehr vervollkommnen und gelangt so 
zu einer befriedigenden Lösung des Problems. 

Slater hat darauf hingewiesen !%), daß die so erhaltene Lösung identisch ist 
mit einer verbesserten Lösung des Blochschen Säkularproblems, in welchem man 
von Heitler-London-Funktionen a (r—,) für die 3d-Elektronen ausgeht, 
welche allerdings exakt orthogonal aufeinander, also vom Wannierschen Typ 
sein sollen. 

Wir deuten die erwähnten Slaterschen Überlegungen an: Ausgehend von 
dem ferromagnetischen Grundzustand, in welchem alle N 3d-Elektronen (+) 
Spin haben, mit der total antisymmetrischen Eigenfunktion A (0) bildet man die 
„Anregungsfunktion‘“ A(m,n) indem man das Elektron beim Atom R,, entfernt 
und mit umgekehrtem Spin an das Atom N, ansetzt. Aus diesen Anregungs- 
funktionen bildet man die Spinwellen: 


F (&, R) = e't®, A (m,n); REN, — R,). (14) 
Für 9 — 0 hat man die bei Bloch betrachteten, unpolaren Spinwellen, für R — 0 
aber auBerdem polare Spinwellen erhalten. Die letzteren sind energetisch natiirlich 
höher gelegen als die ersteren. Bestimmt man die gegenseitigen Störungen der 
F (8, R) (die zu den F gehörige Energie-Matrix ist noch nicht diagonal), so führt 
dieses Störungsproblem gerade auf solche Kombinationen, wie wir sie oben schon 


1 
SY B £— &, f), 
+3 ( ) 


erhalten hatten. Zu dieser Einsicht verhilft uns die Beziehung: i 
A (m,n) = (15) 


welche aus der Definition vom A und B unmittelbar folgt. (Vgl. auch").) 

Die Rechnungen verlaufen in unserem Modell ganz parallel den Slaterschen, 
deshalb wollen wir darauf verzichten, Einzelheiten anzuführen und uns mit der 
Mitteilung begnügen, daß die angedeutete Störungsrechnung zu einer Formel 
für Hg führt von der Form:) a) 


Kg = Hy +2A(5—f (9) + (16) 


Hierbei sind A und J, gewisse Kombinationen der früher eingeführten Aus- 
tauschintegrale usw.; J, ist  £, verschwindet also, wenn die 4s-Elektronen alle 
gepaarte Spins haben. Die Formel (16) bezieht sich nur auf den tiefsten der auf 
diesem Wege erhaltenen Zustände, welcher, wie erwähnt, aus dem Spezialfall 
NR, = 0 hervorgeht. Die höheren Zustände interessieren im Augenblick nicht. 

Wir können zusammenfassen: Auch bei Verwendung von Funktionen des 
Hund-Mullikenschen Typs als nullter Näherung der Einelektronen-Funktionen 
wird der tiefste Zustand mit einem umgekehrten Spin der 3d-Elektronen ein Spin- 
wellen-Zustand, dessen charakteristische Eigenschaften (Abhängigkeit der Energie 
von §t) nicht geändert werden gegenüber der Näherung mit Heitler-London- 
Funktionen. Insbesondere tritt auch hier ein Zusatzglied J, auf, herrührend von 
der Wechselwirkung 4s—3d, welches mit den anderen durchaus in gleicher ange N- 
ordnung lieg liegen könnte und welches in beiden Näherungen unabhängig von 


wy OS J.C. Slater, W. Shockley, Physic. Rev. 50, 705 (1936). her: 1 
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wird Es wird deshalb berechtigt sein, anzunehmen, daß die Formel (2) fiir die 
Spinwellen-Energie auch im Zwischengebiet zwischen diesen beiden Näherungen 
gelten wird, abgesehen von Änderungen der Größen A und J,. Wenn wir also 
vorläufig A und J, als experimentell zu bestimmende Parameter ansehen, haben 
wir uns von der speziellen Näherung der Verwendung Hund-Mullikenscher 
oder Heitler-Londonscher Funktionen für die 3d-Elektronen befreit. Wir 
können deshalb mit größerer Sicherheit als vorher auf (2) weitere Folgerungen 
aufbauen. 


$ 4. Hartree-Fock-Funktionen 


Bevor wir aber die durch (2) gewonnene Kenntnis über die Struktur der tiefsten 
Terme eines Ferromagnetikums zur Berechnung der mittleren spontanen Magneti- 
sierung bei bestimmter Temperatur benutzen, soll (2) noch in einer anderen Rich- 
tung verankert werden. Wir konzentrieren unsere Überlegungen dabei auf die 
Rechnungen des $3. Es handelt sich um folgendes: 

Bisher haben wir uns wenig Gedanken darüber gemacht, woher wir die Ein- 
elektronen-Funktionen 6, b’ nehmen und wie wir sie etwa möglichst günstig 
bestimmen könnten. Bei der Herleitung der Martix-Elemente wurde lediglich 
benutzt, daß die Funktionen b, b’ den Gleichungen: 


A, + V(r) by (t) = + = (1) 


geniigen sollen. Unter V(r) wurde dabei die gesamte potentielle Energie der 
Atomrümpfe bez. eines der Elektronen am Orte r verstanden. Die Gln. (17) 
sind natürlich nicht die denkbar besten zu einer der Wahrheit möglichst nahe 
kommenden Bestimmung der b, b’. Besser wäre schon der Ersatz von (17) durch 
Hartree-Gleichungen. Es leuchtet unmittelbar ein, daß obige Ergebnisse beziig- 
lich der Energie der Zustände mit verschiedenem Spin praktisch nicht berührt 
werden, wenn man bei der Bestimmung der Einelektronen-Funktionen nullter 
Näherung nicht von (17) ausgeht, sondern von entsprechenden Hartree-Glei- 
chungen. Das ersieht man daraus, daß ja das Hartree-Potential nicht spin- 
abhängig ist. Wir erwarten deshalb nur eine allgemeine Hebung oder Senkung 
aller Terme insgesamt, keine Verschiebung der Energien der Zustände mit ver- 
schiedenen Gesamtspin relativ zueinander. 

Nun weiß man aber, daß die Hartree-Gleichungen bei Gültigkeit des Spins 
und des Pauli-Prinzips nicht die bestmöglichen Einelektronen-Funktionen für 
das Vielelektronen-Problem liefern, sondern daß dies die Hartree-Fock-Glei- 
chungen tun. Man wird deshalb bestrebt sein, statt der Gln. (17) Gleichungen vom 
Hartree-Fockschen Typ zur Bestimmung der Funktionen b, b’ zu benutzen; in 
diesen Gleichungen kommen aber wesentlich spinabhängige Glieder vor und es 
ist nicht sofort zu sehen, ob diese die obigen Resultate wesentlich ändern werden 
oder nicht. Die Diskussion dieser Frage ist in einer qualitativen, anschaulichen 
Weise möglich, man vergleiche hierzu z.B. die kürzlich erschienene Arbeit von 
Slater über diesen Gegenstand **). core 

Die Hartree-Fock-Gleichungen 


(—A, + V(t) + Ve) be(t) = Wore) (18) 
lassen sich bekanntlich deshalb nicht ohne weiteres als Schrödinger-Gleichungen 
im üblichen Sinne auffassen, weil das tue Va von der Eigenfunktion 


6) J.C. Slater, Physic. Rev. 81, 385 (1951). 
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by und deren Spin o nochmals abhängt. (V(r) ist in (18) das gleiche wie in (17), 
V 5 ist das Potential, herrührend von der mittleren Ladungsdichte aller Valenz- 
Elektronen). V4 nennt man Austauschpotential. Es läßt sich zeigen, daß V, 
gerade so beschaffen ist wie das zu einer bestimmten Ladungsdichteverteilung 
eines einzelnen Elektrons gehörige Potential. Man nennt diese (fiktive) Ladungs- 
dichteverteilung ,,Austauschladungsdichte‘‘, 94. Die Größe o, wird bestimmt 
durch die mittlere Ladungsdichte der Valenzelektronen mit gleicher Spinrichtung 
wie das zur Funktion br gehörige Elektron. Ist die betreffende Ladungsdichte 
groß, so ist o, in der Umgebung des Aufelektrons, also des Punktes r, stark kon- 
zentriert; bei kleiner Ladungsdichte aber ist die Größe o, weit ausgebreitet. 
Im Ferromagnetikum (bei (-+)-Magnetisierung innerhalb eines Weisschen 
Bezirkes) liegen dann folgende Verhältnisse vor. Die Funktionen 6;(r) aus (17) 
werden, wie bekannt, in der Umgebung der Atomrümpfe größere Beträge haben 
als zwischen den Atomrümpfen. Diese Tendenz zur Konzentration der Ladungs- 
dichte in der Umgebung der Atomrümpfe wird für die Funktionen be(r) aus (18) 
stärker werden, wenn der Spin des betreffenden Elektrons parallel zum resul- 
tierenden Spin des gesamten Kristalles ist ; bei antiparallelem Spin des betreffenden 
Elektrons relativ zum resultierenden Spin ist diese Tendenz nicht so stark. Das 
folgt aus der verschiedenen Größe von V4 und o, für die beiden Spinrichtungen. 

Bei der Bildung des Matrix-Elementes (18) wirkt sich das an zwei Stellen aus: 

l. Die Differenz AW = W(f)— W (€—S) wird verändert, und zwar wird 
das für uns ausschlaggebende Minimum dieser Differenz angehoben. JV (f) ist 
nämlich jetzt genau wie früher definiert durch: 


W(t) = f OF (v) [—Ay + be (x) dt. 


Bei resultierender (+) Magnetisierung liegt W{f) für gleiches £ bei einer (-+-) Spin- 
Funktion by tiefer als bei einer (—) Spin-Funktion, weil erstere näher um die Ge- 
biete großen, negativen V(r), die Atomrümpfe, konzentriert ist. Da in AW W(t) 
zu einer (—) Spin-, W(f— ft) zu einer (+) Spin-Funktion gehört, liegt die Richtig- 
keit obiger Behauptung auf der Hand. 

2. Die beiden anderen Bestandteile in (18), die Austausch-Integrale, werden 
«dadurch etwas verändert werden, daß es jetzt immer einige Funktionen a (t,— R,,) 
geben wird, welche aus der (—) Spin-b-Funktion entsprungen sind und sich des- 
halb stärker aus ‚ihren Mulden‘“ zu den ‚„Nachbarmulden“ hin verbreitern als 
die entsprechenden (+-) Spin-Funktionen. Deshalb dürften einige der Austausch- 
Integrale größer werden. Beide Einflüsse bewirken im gleichen Sinne eine Ver- 
erößerung der energetischen Bevorzugung des ferromagnetischen Zustandes oder, 
etwas genauer ausgedrückt, die Differenz (8): 


ft) |H| Bit — 8,9) — <B(0)|H| B(0)y 


wird durch den Übergang von (17) zu (18) gewiß stärker positiv bzw. schwächer 
negativ. 

Ganz entsprechende Überlegungen könnte man natürlich bezüglich der weiteren 
Rechnungen des $3 anstellen, doch ist Verfasser der Meinung, daß diese Über- 
legungen erst dann lohnen, wenn man wirklich an eine quantitative Berechnung 
der Größen A und /, gehen will: wir begnügen uns damit, zu überschauen, daß 
der Übergang von (17) zu (18) in (2) wieder nur die Parameter A und J, ändern 
würde, nicht aber die t-Abhängigkeit dieser Energie & (ft). Diese Einsicht ist nach 
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$5. Phänomenologische Spinwellentheorie 


Unsere bisherigen Untersuchungen weisen noch eine ganze Reihe von Mängeln 
auf. Einer von ihnen ist die Beschränkung der Theorie auf 1 3d-Elektron (bzw. 
| 3d-Lücke) pro Atom; dieser Sonderfall ist ja in den weitaus meisten Ferromagne- 
tika auch nicht genähert verwirklicht. Es erhebt sich deshalb die Frage, inwieweit 
die Ergebnisse der idealisierten Theorie auf die realen Ferromagnetika anwendbar 
sind. Zur befriedigenden Beantwortung dieser Frage hätte man z. B. so vorzu- 
sehen, daß man die im $3 verallgemeinerten Slaterschen Rechnungen aus- 
dehnte auf ein Ferromagnetikum, in welchem das 3d-Band nur teilweise besetzt 
ist. Der Lösung dieser Aufgabe scheinen jedoch beträchtliche Schwierigkeiten 
entgegenzustehen, so daß wir uns mit einem weniger befriedigenden Vorgehen be- 
gnügen müssen. 

Dieses besteht darin, daß man die Formel für die Energie der Spinwellen aus 
einer klassischen Bewegungsgleichung für ein klassisches, vektorielles Spindichte- 
‘eld herleitet. Diese klassische Bewegungsgleichung gewinnt man durch Grenz- 
übergang aus der quantenmechanischen Bewegungsgleichung für die Spin-Ma- 
trizen. Die Tatsache, daß wir es mit einem klassischen Vektorfeld der Spindichte 
zu tun haben, erlaubt die gewünschte Verallgemeinerung der Beziehungen auf 
beliebige Größe des Spins pro Atom. So gewinnt man Formeln für die Energie 
der Spinwellen und damit auch für die spontane Magnetisierung M (7'), welche 
von dem erwähnten Mangel frei sind. Da sie im bekannten Grenzfall (1 3d-Elek- 
tron pro Atom) mit den strengen Resultaten übereinstimmen, darf man hoffen, 
daß sie auch für andere Spins von den Ergebnissen einer strengeren Theorie nicht 
allzuweit abweichen. 

Wir skizzieren nun die Herleitung der Grundgleichungen einer solchen phäno- 
menologischen Theorie, wobei wir uns an eine Darstellung von Herring und 
Kittel**) anschließen. Ausgangspunkt ist die Diracsche Form der spinabhän- 
gigen Austauschenergie-Matrix für die Wechselwirkungen 3d—3d und 4s—3d: 


(19) 


Die Summen sind über alle Paare zu erstrecken; ©,, ©, sind die vektoriellen 
Spin-Matrizen der 3d-Schalen der Kristallatome; ©, ist die Spinmatrix des ften 
Leitungselektrons. — Wir notieren die bekannten Vertauschungsregeln für die Ma- 
trizen mit gleichem Index (alle Spinmatrizen mit verschiedenem Index sind natür- 
lieh kommutativ): 

S,- S, = S, S, - S, S, = S, S,— S, S, = iS), (2¢ )) 


oder zusammengefaßt: 
(S = (S,,8,, S,))"). 
Bekanntlich lautet die quantenmechanische Bewegungsgleichung fiir den Spin 
des Atoms m: u 


1Sm 4 72 
in H —H &,, = [C,H]. 


Diese Gleichung schreiben wir unter Benutzung von (20) um in: 


dS, I< ly | 
16) GC. Herring, C. Kittel, Physic. Rev. 81, 869 (1951). 7 


17) Das Zeichen x bezeichnet das Vektorprodukt. . 
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Die beiden in der letzten Gleichung auftretenden Summen lassen sich in guter Di 
Näherung vereinfachen: Wegen der Kleinheit der Austauschintegrale zwischen ent- er! 
fernteren Nachbarn gilt einerseits: 
a 2 ~ eae 
andererseits kompensieren sich fast alle S, gegenseitig weg (fast alle 4s-Spins 
sind gepaart); für die wenigen ungepaarten läßt sich ein mittleres Austausch- be 
integral A, einführen, so daß: bi 
zu 
=26,x/4 5+4 Su). (23) 
Nachb. 
A 
Von dieser Formel aus kann man in durchsichtiger Weise die klassische Bewegungs- d 
sleichung des Spins gewinnen, indem man die Operatoren ©&,,, 9; Sas, = he 
durch ihre Erwartungswerte ersetzt, also von der Matrizengleichung zur Glei- 
chung der Erwartungswerte iibergeht. Die letztere hat natiirlich formal den z 
gleichen Bau wie erstere: S,,, ©,, ©, sind jetzt aber klassische Vektorfelder. P 
Legen wir (23) diesen Sinn unter, so kénnen wir weiterhin folgende Vereinfachungen Ka 
vornehmen: Nach unseren früheren Überlegungen ist S,, = ra .&, wo S der 
resultierende Spinvektor aller N 3d-Schalen ist. Weiterhin können wir statt der 
einzelnen Vektoren ©,, ©,, ©, ein einziges Vektorfeld S einführen, welches in 
jedem Punkte die vektorielle Summe der dortigen ©, ... darstellen soll. In F 
einem solchen Vektorfeld läßt sich S, bzw. © an der Stelle des Atoms j mittels d 
der Taylor-Entwicklung annähern durch ©,, bzw. S am Ort des Atoms m. Für \ 
‘in einfach kubisches Gitter der Gitterkonstante a, auf welches wir uns in diesem a 
Paragraphen beschränken wollen, erhält man so: 8 
€ e 
(4 = Laplace-Operator), I 
2 
( 
Wir sahen oben, daß eine Spinwelle als kleine Störung des Grundzustandes auf- 
vefaBt werden kann. Kennzeichnen wir diesen Grundzustand durch © = &), 2 
wo ©, überall ||z sein und den höchstmöglichen Wert besitzen soll, so können wir ‘ 
eine Spinwelle charakterisieren durch das Vektorfeld € — G— S, für welches 
wir jetzt die Bewegungsgleichungen herleiten wollen. Wir benutzen dabei, daß C 
stets klein gegen GS bzw. ©, bleibt und nehmen an, daß S sich im Zustand mit 
einer Spinwelle praktisch nicht von ©, im Zustand ohne Spinwellen unterscheidet. | 
€ 
Setzen wir2 Aa =a; ß, so erhalten wir bis auf Glieder höherer Ordnung 


= 
a 


guter 
n ent- 


Spins 
usch- 


hert: 
(23) 
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Die unbequemen Vektorprodukte kann man durch eine Iteration beseitigen und 
erhält, abgesehen von Gliedern höherer Ordnung: 


=—a + (SG, S)AE— GE. (25) 
Dies ist eine Art Wellengleichung, welche z. B. die typische Spinwellen-Lösung 
(E, ef ef (mt+tt) 0) (26) 


besitzt. @ und f sind in dieser Lösung durch die ,,Dispersionsbeziehung‘ ver- 


bunden: 
BS); (= |S|; (26a) 

Wird dieser Frequenz in quantenmechanischer Weise eine Energie ¢ = hw 
zugeordnet, so sieht man, daB man zur alten Form der Spinwellenenergie zuriick- 
gekehrt ist. Beachtet man noch die Beziehung S, = N S, und setzt S, = 4, so 
sind die Formeln mit den früher hergeleiteten Entwicklungen fiir kleine f und 
A > 0 völlig identisch. Für S, + 4 hat man in den früheren Formeln überall A 
durch 2 S,A und J, durch 2 8,/, zu ersetzen, um die Verallgemeinerung auf 
beliebigen Spin zu erhalten. 

Dies sehen wir als wichtigstes Resultat dieses Paragraphen an. Was die Vor- 
aussetzung betreffs der Zahl der 4s-Elektronen angeht, so sieht man sofort, 
daß diese Zahl lediglich in die Größe von /, eingeht. Da /, als anzupassender 
Parameter angesehen wird, braucht dieses Problem im Augenblick nicht weiter 
verfolgt zu werden. 


$ 6. Statistische Mittelwerte für Magnetisierung und Energie 


Nachdem wir uns in den vorigen drei Paragraphen vergewissert haben, daß 
Formel (2) für die Energie einer Spinwelle recht allgemeine Gültigkeit haben 
dürfte, wollen wir versuchen, aus dieser Formel quantitative Angaben über das 
Verhalten des Kristalles bei tiefen Temperaturen zu erlangen. Wir müssen uns 
auf tiefe Temperaturen deshalb beschränken, weil wir nur die zwei tiefsten Energie- 
stufen des ferromagnetischen Kristalles a) und b) in Paragraph 3 innerhalb der 
ersten Näherung der quantenmechanischen Störungsrechnung erhalten können. 
Für die höheren Stufen (mehr als zwei antiparallele 3d-Spins) läßt sich (ausge- 
nommen die lineare Kette) nicht einmal die erste Näherung exakt bestimmen. 
Näherungsweise aber kann man zeigen: Die Energien der höheren Anregungs- 
zustände des Kristalles lassen sich so gewinnen, daß man entsprechend der Größe 
der spontanen Magnetisierung für jedes antiparallele Elektron die Energie einer 
Spinwelle zur Energie des Grundzustandes addiert. Dabei kann die gleiche Wellen- 
zahl beliebig oft vorkommen. Die Energie eines Zustandes dar spontanen Magneti- 
sierung m = u (N—2r) wäre also dann von der Form: 


E,=E,+ Ge,. (27) 
r=1 
[Es sind also r Spinwellen der Wellenzahlen $,, St, ... St, vorhanden]. — Es 


leuchtet unmittelbar ein, daß die Näherungsformel (27) nur für kleine r (relativ 
zu N) eine gute Annäherung sein wird, denn dann werden die Effekte der Wechsel- 
wirkung der Spinwellen untereinander keinen allzu großen Einfluß auf die Ge- 
samt-Energie haben. Beschränkung auf kleine r aber bedeutet Beschränkung 
auf tiefe Temperaturen (relativ zum Curie-Punkt). 


N 
~ AM 
wi 
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“ 
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(24) 
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Wollten wir unser Modell möglichst exakt durchrechnen, so müßten wir natür- vebe 
lich auch beachten, daß die MaBzahl für den resultierenden 4s-Spin € bzw. die zu dem 


£ proportionale Energiegröße J, mit größerem r kleiner werden und für r +4 = 
ge 

nach Null gehen. Da aber (27) sowieso auf kleine r beschränkt ist, wollen wir diese 
Komplikation im Augenblick vermeiden, wir rechnen genähert mit demjenigen J,, 
welches fiir r — 0 exakt gilt. Wir wollen uns später (siehe Anhang) qualitativ 
überlegen, was für einen Fehler wir mit dieser Vernachlässigung begangen haben. 

Mit dem Energie-Spektrum (27) können wir nun in bekannter Weise die experi- 
mentell interessierenden Größen: Mittlere spontane Magnetisierung M(T) und 
mittlere elektronische Gesamt-Energie /( 7’) des Kristalles bei tiefen Temperaturen 
T' berechnen. Wir gehen dabei den Weg über die Zustandssumme und benutzen 
bekannte Formeln, vgl. z. B. 38). Es zeigt sich, daß wir drei Fälle unterscheiden ent 
und getrennt behandeln müssen: 


a) A 0 b) A<O c) A QO. 


wob 


Natiirlich ist die Benutzung der klassischen Quanten-Statistik angezeigt, da 

der Kristall ja ein makroskopischer Körper ist. Die Zustands-Summe können 

wir in den ersten Phasen genau so auswerten, wie dies in dem zitierten Artikel '®) 

eeschehen ist. Die letzte Summation bzw. Integration aber ist bei uns von der 
dortigen verschieden. Wir können also ausgehen von der Formel: 


2Hu+eg\-1 
N 
für die Zustands-Summe !%). Hier ist H ein äußeres Magnetfeld, welches zur Schaf- 
fung einer Vorzugslage vorübergehend eingeführt werden muß; su ist das Bohr- 
sche Magneton; das Produkt geht über alle in einem Bande erlaubte Werte von 2°). 


1. Berechnung der Temperatur-Abhängigkeit der spontanen Magnetisierung M 


ölnz 


Mit der bekannten Beziehung M = kT — H erhält man aus (28): 
[7 


2Hu+eg -i 
M=Nu—2n (, ae (29) 
N 

Diese letzte Summation muß bei jeder Kristall-Struktur und bei den drei Fällen u 
bezüglich A getrennt durchgeführt werden. PET ARE 

a) Positives 3d-3d-Austauschintegral 


Die Abhängigkeit der Energie ¢g einer Spinwelle von ihrer Wellenzahl & haben 
wir bereits im § 2 fiir die am meisten interessierenden Gittertypen aufgeschrieben. 
Beachten wir, daB unsere Theorie nur fiir kleine Anzahlen von Spinwellen giiltig 
ist, so können wir (29) wesentlich vereinfachen. Es ist nämlich klar, daß für das 

u Verhalten bei tiefen Temperaturen nur die tiefsten Energie-Terme ausschlag- 


1) A. Sommerfeld, H. Bethe, Hdb. d. Physik, 2. Aufl. Bd. 24/2, S. 599ff. 

19) Man beachte auch die kritische Bemerkung zu dieser Formel 8. 60. 

?0, Hier muß vermerkt werden, daß wir den direkten Beitrag der 4s-Elektronen mit 
unkompensierten Spins zur spontanen Magnetisierung vernachlässigt haben. Wir tun 
dies unter Hinweis auf eine in Ilenthaltene, auf Zener!#) zurückgehende Abschätzung 


& 


über die Größe von £ aus (1), welche £ = 10-1—10-? ergab. 
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vebend sein werden, also nicht das ganze Band der N erlaubten St, sondern nur die 
dem tiefsten ¢ entsprechenden St. Für diese aber kann man e in wesentlich ein- 
facherer Form schreiben, indem man die Kosinus um St = 0 entwickelt. Es er- 
seben sich dann genähert die Formeln: 7 
e€g=1,+ A §?, 


wobei für x) lineare Kette 
B) quadratisches Flächengitter 
y) einfach-kubisches Gitter 
0) kubisch-flächenzentriertes Gitter 8? = 
e) kubisch-raumzentriertes Gitter N? = 
bedeutet. Führen wir (30) in (29) ein, ersetzen wir die Summe über $t durch ein 
entsprechenes Integral und lassen wir die obere Grenze des Integrales genähert 
bis 0 gehen (für tiefe Temperaturen ist der Integrand an der oberen Grenze schon 
sehr klein) so ergeben sich die folgenden Formeln aus (29) ?*) 


x) M(T) = Nu Az 


i 
OR Mer 


M(T) 


M(T) 
Hierbei wurde die Formel benutzt: 
oo os 
. x -1 x B n 
J(s) dz =I'(s) > —., = Gamma-Funktion], 
Be” —] n=1 ne 


woraus fiir die in (31) eingeführten Funktionen Z, (x) folgt: 


Z,, (x) 
(31a) 


und fiir die a: 

Ax ; ag = a, = mi’ ads = e 

Wir gehen über zu einer vorläufigen Diskussion der erhaltenen Formeln (31), 
(3la). Zunächst müssen natürlich für /, —0O die alten Blochschen Beziehungen 
wieder erscheinen. Dies ist in der Tat der Fall, denn für x > 0 geht Z, (x) über in 
die Riemannsche Zeta-Funktion vom Index y, &(y); es ist &(3) — 2,612, da- 
gegen divergiert die entstehende Reihe für y = 1 und y = }. Für y = $ gehen alle 


21) Dabei ist auch noch 2 H u gegen J, vernachlässigt, da ja H beliebig klein sein 
darf. Diese Vernachlässigung ist aber für das Ergebnis nicht wesentlich. 


2) Z, läßt sich übrigens geschlossen ausdrücken mittels Z, (2) 


In(1—e””). Für Z, ‚@) und Z, „(®) scheinen keine geschlossenen 
stieren. 
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obigen Formeln in die bekannten 7”/:-Gesetze für die räumlichen Gitter über, 
die Divergenz beim Flächengitter und der linearen Kette deutete Bloch) als 
Zeichen dafür, daß diese Gitter nicht ferromagnetisch werden könnten. Wir 
sehen, daß, sobald J, + 0, bei genügend tiefen Temperaturen im Gegensatz zum 
Blochschen Resultat bei sämtlichen Gittertypen eine spontane Magnetisierung 
auftritt, wenn auch bei gleichem A und /, die Curie-Punkte sehr verschieden 
liegen werden. Das liegt daran, daß Z, (x) für große x (kleine 7) sich wie e® 
verhalt, also eine Sattigung erzwingt. ‘ 
Diese exponentielle Einmündung in die Sättigung ist unbedingt ein reelles 
Ergebnis, welches man schon an der Form (2) der Spinwellen-Energie ablesen kann; 
Im Gegensatz zur alter Spinwellen-Theorie ist jetzt dor tiefste Zustand mit einem 
-_ antiparallelen Spin der 3d-Elektronen ein endliches Stück J, vom Grundzustand 
getrennt; zur thermischen Anregung dieses Zustandes ist deshalb eine endliche 
Energie nötig. Die Verhältnisse liegen hier ganz analog wie z. B. in der Theorie 
os spezifischen Wärme fester Körper bei tiefen Temperaturen. 
Es sei aber an dieser Stelle auch darauf hingewiesen, daß das Blochsche 
Resultat der Unmöglichkeit von Ferromagnetismus in zwei- und eindimensionalen 
Gittern auch bei reiner 3d—3d-Wechselwirkung heute wohl nicht mehr als stich- 
haltig angesehen werden kann. Die von Bloch so interpretierte Divergenz rührt 
nämlich einfach daher, daß man in der Zustands-Summe nicht darauf geachtet 


= sein kann. Man hat bekanntlich 
# sta ssen, ie S in einfacher Weise auswerten zu können, beliebig 
große Anzahlen von Spinwellen in sämtlichen Zuständen fl zugelassen. Das führt 
zu keinem wesentlichen Fehler, solange || + 0, weil dann die betreffende Reihe 
‚rasch konvergiert. Aber für || = 0 täuscht dies eine Divergenz vor, wenn auch 
noch das äußere Magnetfeld H Null wird. Das muß man wohl heute als Ursache 
der Divergenz ansehen, welche in einigen statistischen Mittelwerten der spon- 

tanen Magnetisierung auftritt. 

In einer neueren Arbeit über die Theorie des Ferromagnetismus dünner 
Schichten 2) wurde diese Schwierigkeit näherungsweise dadurch umgangen, dab 
man den Zustand || = 0 aus der Summation überhaupt wegließ. Die Verfasser 

berufen sich auf Abschätzungen, welche bei Berücksichtigung der Bedingung 


rs zeigten, daß obige Vernachlässigung den tatsächlichen Verhältnissen 


einigermaßen gerecht wird. Es zeigt sich dann, daß 2-dimensionale Flächengitter 
statt dem 7"/:-Gesetz einem T-Gesetz für M(T) genügen sollten, der Curie- 
Punkt des Flächengitters würde bei gleichen Austauschintegralen allerdings 
gegenüber einem 3-dimensionalen Gitter stark herabgesetzt sein. Man überzeugt 
sich leicht, daß die erwähnte Divergenz nicht auftritt, falls /,—+ 0: die Summe 
konvergiert dann auch bei |®| = 0 und H = 0 schnell; unsere Rechnungen sind 
deshalb mit obiger Sc Iuinzigheit nicht belastet, sofern nur J, > 0. 
Der Charakter der in (31) erhaltenen M(T')-Gesetze hängt natürlich wesentlich 
vom Verhältnis J,/A ab. Man sieht, daß für J, > A (A = 0 muß noch ausgeschlos- 
sen werden, s. u.) die Magnetisierungskurve bei allen Gittern praktisch durch die 


Z »(z)- -Faktoren beherrscht werden. Dies bedeutet exponentielle Einmündung 


23) M. J. Klein, R. S. Smith, Physic. Rev. 81, 378 (1951). Lae wat 
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in die Sättigung und steilen Abfall zum Curie-Punkt hin. Umgekehrt für /, < A 
tritt die exponentielle Einmündung in die Sättigung erst bei sehr tiefen Tem- : 
peraturen in Erscheinung, während für höhere Temperaturen die Temperatur- 
abhängigkeit im wesentlichen durch 7": bzw. T bzw. 7” mit entsprechenden 
Faktoren bestimmt wird. Für das gesamte Zwischengebiet, in welchem I, und A 
von gleicher Größenordnung sind, treten alle Übergangsformen zwischen diesen 
Grenzformen für M(T) auf. — 

Bevor wir versuchen, aus dem empirischen Verhalten bekannter Ferromagnetika 
Schlüsse auf das bei ihnen vorhandene /,/A-Verhältnis zu ziehen, müssen wir in 
unseren Überlegungen noch die Fälle 4 < 0 und A = 0 einbeziehen. 


b) Negatives 3d-3d-Austauschintegral 
Hier sind die Verhältnisse am einfachsten zu übersehen beim Gitter «), der 
linearen Kette. Die Energie einer Spinwelle ist laut (2): 
eg = I, +24 (1— cos K,). 


Das Spinwellen-Band erstreckt sich also von J, bis J, + 4 A. Es müssen im wesent- 
lichen drei Fälle unterschieden werden: 


ee: 


1) A>0*); 2) A <0; |A| 3) 4 <0; 


4 


| 


7: 


I,+ 
Ip 


Tyr4a 
a 


2/4 


+ 


Abb. 1. Typische Gestalten des Spinwellenbandes der linearen Kette 


Während 3) natürlich keinen Ferromagnetismus liefert, erfüllen 1) und 2) die not- 
wendige Bedingung für Ferromagnetismus. 1) und 2) unterscheiden sich dadurch 
voneinander, daß bei 2) die Zustände in der Umgebung von K, = + die tief- 
sten sind, nicht mehr die mit K,— 0 wie bei 1). Man sieht unmittelbar an- 
schaulich und auch analytisch, daß eg in dieser Gegend angenähert werden 
kann durch 


éq = +lAlK'; I’ = I,—4 A|; K'=K,+n. 


Damit behält aber (31 x) seine Form bei, nur muß man für den Fall 2) das dortige 
I,durch J, und das dortige A durch |A| ersetzen. 

Jetzt übersehen wir schon, daß in den Gittern ß) und y) (quadratisches Flächen- 
sitter und einfach-kubisches Gitter) ganz entsprechende Verhältnisse herrschen. 
Da die Breite des Spinwellenbandes dort 8 A bzw. 12 A ist, verschiebt sich ledig- 
lich die Grenze zwischen 2) und 3); sie liegt jetzt bei /, = 8|4| bzw. I, = 12{A|. 


*) Des Zusammenhanges wegen ist hier A > 0 nochmals gezeichnet. u 
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Entsprechend sind im Falle 2) in (31 8) einzuführen: /,’ = /,— 8 |A| statt 
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in (31 y): = I,— 12|A\ und überall |A| statt A. 
Gesonderte Überlegungen verlangen die Gittertypen 6) und ¢). Zunächst sei 


0), das kubisch-flächenzentrierte Gitter, behandelt. Wir haben dort: 


eg = I, + 2A (6—f (R)); 


= K K x. K K 
f (R) = 2 [cos —* cos + cos cos =* + cos cos —* 


= 


Die Extrema von f (ft) liegen bei 


2. K, = 0, K, = 2a, K,beliebig | und alle zyklisch | #(&) = — 
3 -0, K, = beliebig, K, = 22 | Vertauschten At 


Das Spinwellen-Band hat also hier die Breite 16 A; das erste Extremum bildet 


den unteren Bandrand bei A >0 und führt zur bekannten Näherungsformel 


eg = 1, + A 82. Die sechs anderen Extrema jedoch bilden den unteren Bandrand 
bei A > 0 und man sieht, daß sich die Struktur des Bandes dort anders verhält 


als im Falle A > 0; es ist nämlich genähert: 


I,—16|A| + fe: (1—cos =) + K: (cos + 1)|. (32) 


_ Wir wollen (29) genähert mit (32) so auswerten, daß wir in (32) zuvor über alle K, 


mitteln. Dann bleibt: 


eg I,—16|A| +x 


K,?). (32a) 


Die Integration über K, liefert dann einfach 42 (die ,,Bandbreite auf der K,- 


Achse) und wir erhalten statt (31 6) die Formel 


kT i 
J I —16 |4 |. | 33)% 
Das ist also ein qualitativ ganz anderes Gesetz als das für A > 0: Die genauere 
Diskussion all dieser Ergebnisse wollen wir im nächsten Paragraphen durchführen. 

Wenden wir uns schließlich dem kubisch-raumzentrierten Gitter zu. Dort ist: 


= 4 cos Kr cos 5 608, = 1,+ 2A (4—f (R)) 


Die Extrema von f($t) liegen bei: 
— 0, K,— K,— 22 und zykl. Vert. | Im) 
3. K, K, = 0, K, = 2a und zykl. Vert. | Mt: 


Y 


4. = = K, = 1a. 


2 


=—4 


24) Dies entspricht der Nachbarschaft des obigen Extremums 3); die anderen fünf 
Extrema mit f (§) = — 2 können wir so berücksichtigen, daß wir vor die Summe (29) 
den Faktor 6 setzen. 

25) Die entsprechende Integration läßt sich mit (32) auch eg durchführen und 


I kT I: 
liefert dann eine Mischung der Gesetze Z, und (a Z ; die An 


gabe genauer Zahlenfaktoren wollen wir uns gegenwärtig sparen. 
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Für 4 > 0 hatten wir genähert die tiefsten Zustände der Energie eg = J, + A St? 
herriihrend aus der Umgebung von 1. und 2.; jetzt haben wir bei A > 0 die tiefsten 
Zustände aus der Umgebung von 3. und 4. mit der genäherten Energie: 


= 1, + |A| = 16 |A|. 


Ersetzen wir also in der Formel (31 e) überall J, durch Jj, A durch |4|, so haben 


wir den Übergang von A 0 zu— j6 A = 0 vollzogen. 
> 


In ganz ähnlicher Weise kann man M (T) auch für die hexagonal dichteste 
Kugelpackung bzw. das Co-Gitter gewinnen. Wegen der komplizierteren Struktur 
sind die Rechnungen etwas komplizierter, wesentliche Schwierigkeiten treten 
jedoch nicht auf, wenn man die naheliegende Annahme macht, daß die Austausch- 
integrale zwischen einem Atom und seinen 4 nächsten und 6 übernächsten Nachbarn 
dieser Struktur im Co genähert gleich sind (die zugehörigen Abstände sind im 
x-Co: 2,40 bzw. 2,51 A). 

Wählt man ein geeignetes Koordinatensystem im S-Raum, so resultiert in 
der Umgebung von St = 0 eine Spinwellenenergie der Form: 


eg = I, + A (Ki + Ky, + Kz) 


z 


und deshalb ein Magnetisierungsgesetz der Form: 


VM (T)— Nu a 


Im Falle 4 > 0 aber erhält man eine Spinwellenenergie der Form 


eg I’ + |A| (Ki + Ky) 


am unteren Bandrande und damit ein Magnetisierungsgesetz der Form: 


K 
(7) ~ Nu —b ZA: ale 
[A] 
Die Verhältnisse liegen hier also ähnlich wie beim kubischflächenzentrierten 
Gitter. 
c) 3d-3d-Austauschintegral gleich Null 
Wir haben nun noch zu erledigen den Fall A = 0. 


Gehen wir zurück auf (29), so sind die einzelnen Summenglieder natürlich von 
N unabhängig und es entsteht einfach (N — Zahl der zugelassenen St) 


(34) 
Dieses Gesetz sollte dann für alle Gittertypen in gleicher Weise gelten. 


2, Berechnung der Temperatur-Abhängigkeit der mittleren Energie E 
Formel (27) für die stationären Energien des ferromagnetischen Kristalles 
gestattet natürlich auch eine Berechnung der mittleren Energie E (7') des Kri- 
stalles, sofern sie von der Bewegung und Wechselwirkung der 2N Valenz-Elektronen 
im Feld der als unendlich schwer angesehenen N Atomrümpfe herrührt. Wie 
früher im Falle der sponatanen Magnetisierung, so ist natürlich auch unsere Be- 
rechnung der Energie E(T) nur bei kleinen Temperaturen relativ zur Curie- 


Temperatur als gute Näherung anzusprechen. Das aber ist gerade ungünstig. 
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u für den Vergleich mit der Erfahrung, dort interessiert nämlich besonders du 

der Nähe des Curie-Punktes. Uber ag in der Umgebung von T— 0° K ist 

experimentell sehr wenig bekannt, desahlb wollen wir uns in diesem Abschnitt 

sehr kurz fassen. Wir betonen aber, daß die Berechnung von £ (T) aus (27) keinerlei 
prinzipielle Schwierigkeiten bietet. 1 

Man kann wieder ausgehen von der Zustands-Summe Z, die wir schon früher 
aufgeschrieben hatten, vgl. (28). Eine bekannte Formel liefert dann: 0 

„m=-- I 
(rr) 
er 
Für 4 > 0 ergibt sich aus (35) z. B. für das einfach-kubische Gitter: ‘4 0 

Für J, = 0 geht (36) über in die bekannte Formel: . 

Wärme c,,. Man sieht, daß im Falle J, > 0 (/,< 0 gibt es ja nicht) c,, exponentiell 

nicht mehr mit 7”s bei 7’ = 0 verschwindet, im übrigen sich aber wesentlich 

komplizierter als im einfachen Falle /, — 0 verhält. 

An dieser Stelle sei noch darauf hingeweisen, daß ja unser Modell keinerlei 
Umlagerungen der Elektronen zwischen den verschiedenen Bändern enthält, wie x 
sie etwa wegen der Verschiebung der Fermi-Grenze bei Änderung der Tem- h 
peratur im realen Ferromagnetikum vorkommen werden. Solche Umlagerungen P 
führen natürlich auch zu einer Anomalie c, der spezifischen Wärme, welche ex- . 
a ve perimentell zugänglich ist und z. B. auch mit der Stonerschen Methode errechnet . 
: werden kann. Es ergibt sich eine lineare Abhängigkeit der Größe c, von 7’, über- 8 
einstimmend in Experiment und Theorie. Wohlfarth®) glaubte, aus der Tat- 2 

sache, daß die Blochsche Theorie keine solche Abhängigkeit der spezifischen Wärme 
liefert, ein Argument gegen diese Theorie herleiten zu können. Wir glauben aber . 

betonen zu müssen, daß dieser Effekt nicht von der Theorie gedeutet werden kann, 
weil er im zugrunde gelegten Modell gar nicht enthalten ist. Auch aus diesem ; 
Grunde hat es wenig Sinn, auf der gegenwärtigen Stufe der Theorie c,, allzu aus- 
i 
§ 7. Vergleich mit der Erfahrung 

Beim Vergleich der bis jetzt entwickelten Theorie mit der Erfahrung muß 
folgendes beachtet werden: Die Theorie wurde bisher nur für homogene Ein- 
kristalle durchgeführt. Die Ergebnisse dürfen also nicht ohne weiteres auf ferro- 
magnetische Legierungen und Verbindungen ausgedehnt werden; wir müssen uns 


auf den Ferromagnetismus der Elemente Fe, Co, Ni, Gd beschränken. 
Über das megnetische Verhalten von Ni und Fe bei tiefen Temperaturen 
liegen Messungen von Fallot?’) vor bis zu 7’ = 20° K hinab. Diese Messungen 


®) E.P. Wohlfarth, Proc. Leeds Phil. Soc., Scientif. Sect. 5, 213 (1949). 1 
27) M. Fallot, Ann. de phys. 6, 305 (1936). f 
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öH zeigen, daß im Bereich von 20° K bis mindestens 90° K die M (T)-Kurve genähert 
ag in durch das 7T"/:-Gesetz sowohl bei Fe als auch bei Ni gut angenähert werden kann. 
K int Allerdings läßt sich ein T?-Gesetz nicht völlig ausschließen. 

18 
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l 1 1 £ 
Abb. 2. Maßstab: x =a (vgl. Text). Spontane Abb.3. Maßstäbe: für a): a; = a, 
Magnetisieruag als Funktion der Temperatur; fiir b):«;=0,61 0g, für c):;= 4,20, 
verschiedene A//, (vgl.Text). Spontane Magnetisierung 
ee als Funktion der Temperatur 7’; 
verschiedene A/I,; genähert gleiche 

Curie-Punkte 


Um den Vergleich dieser Ergebnisse mit unserer Theorie zu erleichtern, haben 
wir drei typische M (T)-Gesetze des einfach-kubischen Gitters (der Einfachheit 
halber, der Übergang zum kubisch-flächenzentrierten, hexagonal dichtest ge- 
packten und kubisch-raum- M 
zentrierten Gitter läßt sich Nu 
sehr leicht durch eine ein- 10) 
fache Streckung der M-Achse 
vornehmen) aufgezeichnet. 19 

Zu diesen Abbildungen ist 
noch folgendes zu bemerken: 08 

Wir haben zunächst die 
3 Grenzfälle:a) J, = 0, A = 
ec) 1, = x; A = 0 gezeichnet, 
in welchen also die Energie- 05 2 [77] 20 a 3 
größe x in allen 3 Fällen App. 4. Maßstab: x, wie in Abb. 3. Spontane Magne- 
übereinstimmt. Diesen drei tisierung als Funktion von 7”; verschiedene A/I;; 
Annahmen entsprechen genähert gleiche Curie-Punkte 
natürlich völlig verschiedene 
Curie-Punkte, wie man aus Abb. 2 entnimmt. Da wir uns gerade für Kurven mit 
gleichen Curie-Punkten interessieren, müssen wir andere Kurven miteinander 
vergleichen. Leider ist unsere Theorie gerade in der Umgebung dieses Punktes 

uren nicht mehr gültig, wir können also nicht solche Kurven auswählen, welche in 
gen Strenge gleichen Curie-Punkt haben. Qualitativ aber werden wir zu richtigen 
Schlüssen kommen, wenn wir etwa solche Kurven zusammenfassen, welche sich 
bei M = 0,6 - Nu treffen. Solche Kurven gewinnt man, wenn man die « in obigen 
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‘a ha. 2*) M. F Trombe, Ann. de phys. 7, 385 (1937). 
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drei Kurven verschieden wählt, und zwar in a) x = «, (beliebig) in b) x = 0,61 x, 
inc) « = 4,2x.. 

So sind die in Abb. 2 gezeichneten Kurven entstanden. In Abb. 3 haben wir 
lediglich statt über 7’ wie in Abb. 2 dieselben Kurven über 7”: gezeichnet. 

Man erkennt jetzt unschwer, daß die beiden Fälle a) und c), welche den beiden 
reinen Ursachen für Ferromagnetismus entsprechen (3d—3d- bzw. 4s—3d-Kopp- 
lung), tatsächlich Grenzkurven sind: Alle Kurven mit gleichem Curie-Punkt aber 


verschiedenen Verhältnissen von ze liegen zwischen den beiden Gesetzen a) 
und c), wie z. B. auch b). Übrigens würde auch das T?-Gesetz bei gleichem Curie- 
Punkt zwischen den beiden Grenzkurven liegen! 

Jetzt übersehen wir, daß diese Ergebnisse im Widerspruch zu der Annahme 
stehen, daß der Ferromagnetismus dieser Elektronen bei A ~ 0 im wesentlichen 
durch J, allein hervorgerufen wird, wie dies Zener*) nahelegt. Denn dann müßte 
schon bei etwa ; der Curie-Temperatur, also bei 60° K (Ni) bzw. 100° K (Fe) 
bzw. 140° K (Co) absolute Sättigung eingetreten sein, es dürfte das 7"/s-Gesetz 
auf keinen Fall bis 20° K hinab gültig bleiben. — Die Messungen bei Fe (raum- 
zentriert) würden dagegen im Einklang mit der Theorie stehen, wenn entweder 
A > 0und /,< A wäre oder aber A < 0 und J, so groß, daß I, = I,— 16 |A| <A). 
In beiden Fällen würde die exponentielle Einmündung in die Sättigung erst 
unterhalb 20° K eintreten. — Bei Ni (flächenzentriert) führen die Fälle A > 0 
und A <0 auf qualitativ verschiedene Magnetisierungskurven (siehe Formeln 
(316, 33). Man darf deshalb bei Ni den Fall A < 0 sicherlich ausschließen und hat 
nur noch A > O zur Verfügung. — Ganz ähnlie re Folgerungen können wir natürlich 
betreffend Co aus obiger Rechnung ziehen; nur sind Verfasser leider keine Messungen 
betreffend M (T) des hexogonalen Co bei sehr tiefen Temperaturen bekannt. — 
Aus Analogiegründen möchte man jetzt natürlich auch für Fe den Fall A < 0 
ausschließen, doch ist diese Begründung allein natürlich nicht bündig. 

Zusammenfassend können wir feststellen, daß unsere Resultate mit den Ex- 
perimenten übereinstimmen, wenn wir annehmen, daß A >0 Hauptursache des 
Ferromagnetismus in diesen 3 Substanzen ist; J, wird zwar + 0 sein, aber wesent- 
lich kleiner als A. 

Die magnetischen Eigenschaften von Gd hat Trombe 2’) experimentell unter- 
sucht. Wenn wir von der ganz anderen Größe der Sättigungs-Magnetisierung M (0) 
(entsprechend 7 Bohrschen Magnetonen pro Atom) absehen, ist bemerkenswert, 
daß nach 7'**) zwischen 77° K und 100° K (Curie-Punkt: etwa 290° K) das T?- 
Gesetz besser die experimentellen M (T)-Werte darstellt als das 7”/»-Gesetz, 
doch müssen hier zunächst Messungen von M (T) bei tieferen Temperaturen abge- 
wartet werden. — Es braucht wohl nicht besonders erwähnt zu werden, daß obige 
Überlegungen nicht daran gebunden sind, daß die Leitungselektronen 4s-Elek- 
tronen und die „magnetischen“ Elektronen 3d-Elektronen sind; es kommt nur 
auf den Typ der Eigenfunktionen an. 

Die bisherigen Betrachtungen dieses Paragraphen litten unter anderen auch 
darunter, daß die verschiedenen in Betracht kommenden Magnetisierungsgesetze 
sich qualitativ nicht sehr viel voneinander unterscheiden, so daß man aus dem 
experimentell in einem begrenzten Temperatur-Intervall festgestellten M (T')- 
Gesetz nicht unbedingt eindeutige Schlüsse betreffs des zugrunde liegenden 
Kopplungsmechanismus ziehen konnte. Diese Schw ierigkeit wird etwas mei 
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wenn man übergeht zur Diskussion der Eigenschaften dünner Filme ferromagneti- 
scher Materialien. Denn das lineare Gesetz (313) im Grenzfall einer monoatomaren 
Schicht miBte vom exponentiellen Gesetz bedeutend deutlicher unterscheidbar 
sein als das 7”/:- vom exponentiellen Gesetz. — 

A. Drigo*®) hat Untersuchungen an Fe-, Ni- und Co-Filmen durchgeführt bei 
Dicken von 10 Atomschichten an aufwärts. Er hat leider nur bei einer recht hohen 
Temperatur (26° C) gearbeitet, so daß seine Ergebnisse nicht ohne weiteres zum 
Vergleich mit unserer Theorie geeignet sind. Auch haben wir letztere ja noch 
gar nicht auf 3-dimensionale Kristalle ausgedehnt, welche in einer Richtung nur 
wenige Atomlagen dick sind. Trotzdem läßt sich zu diesem Problemkreis schon 
hier einiges sagen. 

Wie Verfasser schon oben andeutete, haben im vergangenen Jahre Klein 
und Smith) die Blochsche Spinwellen-Theorie in ihrer ursprünglichen Form 
ausgedehnt auf dünne Filme ferromagnetischer Metalle. Es zeigte sich, daß das 
Verhalten dieser Schichten durch zwei Eigentümlichkeiten beherrscht wird: 
1. Der Curie-Punkt erniedrigt sich stark mit fallender Schichtdicke; 2. mit fallen- 
der Schichtdicke geht das 7"/:-Gesetz über in das T-Gesetz der monoatomaren 
Schicht. Qualitativ kann man erkennen, daß in unserer Spinwellen-Theorie die 
Voraussage 1. ebenfalls auftreten wird, in 2. aber ist natürlich der Übergang von 
Gesetzen wie (31, 6, €) zu solchen wie (318) zu erwarten. Je dünner der Film, 
desto deutlicher sollten sich die beiden Varianten der Theorie bei endlichem J, 
unterscheiden. 

Drigos Messungen?) bestätigen die Voraussage über den Abfall des Curie- 
Punktes; die Größe der Sättigungsmagnetisierung bei 16° C aber zeigte nicht den 
Verlauf bei Änderung der Schichtdicke, wie er von Klein und Smith vorausge- 
sagt wurde; die experimentellen M-Werte liegen stets oberhalb der theoretischen 
Punkte. Dies kann natürlich daran liegen, daß die Gültigkeitsgrenze der betreffen- 
den Theorie (7' klein gegen ©) weit überschritten ist; doch möchte Verfasser 
darauf hinweisen, daß qualitativ die Formeln (26ß,y...) und gewiß auch alle Inter- 
polationsformeln M (T)-Gesetze liefern, welche bei gleichem 7 stets für J, + 0 
ein größeres M ergeben als für J, = 0. Auf jeden Fall soll festgestellt werden, daß 
eine Untersuchung über M (T)) bei dünnen Schichten ®°) gewiß die Entscheidung 
darüber, welcher Kopplungstyp in der betreffenden Substanz dominiert, wesent- 
lich erleichtern würde. Leider ist natürlich eine solche Untersuchung experimentell 
bedeutend schwieriger durchzuführen als eine entsprechende an normalen Kristallen. 

Es sollen. an dieser Stelle noch einige Bemerkungen eingefügt werden über eine 
Möglichkeit, die Theorie des Ferromagnetismus zu prüfen. Diese Möglichkeit 
besteht darin, daß man zwei voneinander unabhängige Wege beschreiten kann, 
um die Stärke der Austauschkopplung aus den Experimenten zu bestimmen. 
Im einfachsten Falle, d.h. bei alleiniger Berücksichtigung der 3d—3d-Wechsel- 
wirkung nächster Nachbarn wird das Austauschintegral A einerseits aus dem 
experimentellen Verlauf von M (T), in Verbindung mit dem 7”: -Gesetz, anderer- 
seits aus der Curie-Temperatur © mittels der Molekularfeld-Theorie oder der 
besseren Bethe-Peierls-Weißschen Theorie entnommen. Die Molekular- 
feld-Theorie liefert hierfür bekanntlich die Formel 

A_ 

228(8+1) 
®) A. Drigo, Nuovo Cimento 8, 498 (1951). aE 
30) Und tiefen Temperaturen. 
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(z= Zahl der nächsten Nachbarn, S = Spinmoment eines Atomrumpfes im 


Kristall). In der folgenden Tabelle 1 haben wir für Ni und Fe die 4 Werte Zu- 


sammengestellt, welche man zunächst unter der Annahme S = } erhält, dann 
unter der Annahme S + 3, wobei S als klassische Größe gedacht und so bestimmt 
wurde, daß die Sättigungsmagnetisierung richtig wiedergegeben wurde. Leider 
lagen uns Ergebnisse der Bethe-Peierls-Weißschen Methode nur für das 
kubisch-raumzentrierte Gitter vor. Für M (T) bei S + 3 wurde die im $ 5 her- 
geleitete Formel benutzt. 


Tabelle 1 


S=} | 8=03 | Bemerkung 
Ni T in °K 226 376 aus M (T) 
106 200 aus © (Molekular-Feld) 
| S=} | S=1,1 Bemerkung 
Fe —in °K : 655 | 297 aus M (T) 
k 260 280 aus © (Molekular-Feld) 
360 157 aus O(Bethe-Peierls-Weiß) 


oe Ein Blick auf Tabelle 1 lehrt, daß die erwartete Übereinstimmung der beiden 


A 
7 Werte nicht vorhanden ist, eine Tatsache, welche zumindest zeigt, daß einige 


unter Umständen wesentliche Gesichtspunkte in der Theorie bisher nicht berück- 
sichtigt worden sind. Eine einfach anzubringende Korrektur stellt die Berück- 
sichtigung der Wechselwirkung zwischen übernächsten Nachbarn där, welche im 
a-Fe sicher sehr wesentlich ist. Die hierzu nötige Erweiterung der Spinwellen- 
Formeln wurde im Anhang II gegeben. Die entsprechende Erweiterung der Mole- 
kularfeld-Theorie ist bekannt, vgl. auch Anhang III. Es zeigt sich, daß die Be- 
rücksichtigung dieses Faktors die Differenz der A-Werte beim Fe etwas vermindert, 
aber noch nicht beseitigt. 

Die verbleibende Differenz muß wohl im Falle des Ni zum großen Teile auf 
das Konto der Änderung von A bei Änderung der Gitterkonstanten infolge der 
Temperaturdifferenz zwischen 7’ = © und T = 0 geschrieben werden. Wie Über- 
legungen von Neel gezeigt haben, sind bei Vergrößerung der Gitterkonstanten um 
1%, (das ist die hier auftretende Größenordnung) in Ni Verkleinerungen von A 
um etwa 50%, zu erwarten, was gerade in der Größenordnung der beobachteten 
Differenz der A läge. 

Bei Fe allerdings sollte einer Vergrößerung der Gitterkonstanten ein An- 
wachsen von A entsprechen, was die obige Diskrepanz nur noch verschlimmerte. 

Übrigens impliziert die Annahme eines mit steigendem 7 fallenden A in grober 
Näherung einen Übergang von einem 7"/:-Gesetz zu einem 7" (n > s)-Gesetz 
in M (T), was hier am Rande vermerkt sei. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daß die Berücksichtigung eines J, = 0 wohl 
auch einen Teil der Differenz erklären könnte: Während in der Formel für den 
Curiepunkt der Einfluß von A den eines kleinen /, überwiegt (Molekularfeld- 
näherung, Anhang III), ist im Tieftemperaturverhalten von M(T) selbst ein 
kleines J, imstande, eine bedeutend stärkere Krümmung der M(T))-Kurve hervor- 
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zurufen als im Falle J, = 0 bei gleichem A. Die Existenz eines J, + 0 sollte also 
im Tieftemperaturverhalten unter Umständen ein größeres A vorspiegeln als in 
Wirklichkeit vorhanden. 

Bevor wir diese Frage eingehender diskutieren können, ist es jedoch zweckmäßig, 
abzuwarten, bis in die Bethe-Peierls-Weißsche Theorie die 4s—3d-Kopplung 
einbezogen ist, woran am hiesigen Institut zur Zeit gearbeitet wird. 

Zusammenfassend können wir sagen, daß beim Ni noch gut begründete Hoff- 
nung besteht, daß die Schwierigkeit der verschiedenen A überwunden werden 
wird, während bei Fe die Aussichten nicht ganz so günstig zu bewerten sind. 
Man muß dabei wohl berücksichtigen, daß unsere Theorie sicherlich für Ni eine 
bessere Näherung darstellt als für Fe, da sie ja ursprünglich für S = } entwickelt 
wurde. 

$ 8. Schlußbetrachtungen 

Verfasser ist der Meinung, daß die Bedeutung obiger Untersuchungen vor allem 
im folgenden besteht: Die neue, von Zener*) vorgeschlagene Ursache der Ent- 
stehung von Ferromagnetismus wird für tiefe Temperaturen quantentheoretisch 
untersucht. Es wird nicht nur bewiesen, daß tatsächlich die indirekte Wechsel- 
wirkung der 3d-Elektronen über die 4s-Elektronen eine mögliche Ursache von 
Ferromagnetismus ist, sondern es wird darüber hinaus gezeigt, woran man bei 
tiefen Temperaturen erkennen könnte, welche Ursache bei einem bestimmten 
Ferromagnetikum die wesentlichste sein sollte; die Abhängigkeit der spontanen 
Magnetisierung von der Temperatur gibt hierfür eine gewisse Handhabe. Leider 
gestattet das hergeleitete Kriterium noch nicht eindeutig die Frage nach dem 
„Mischungsverhältnis‘‘ der beiden Ursachen für Ferromagnetismus (A und J) 
in den einfachsten Ferromagnetika zu beantworten. In diesem Punkt wird man 
wahrscheinlich erfolgreicher sein, wenn man das Verhalten der Ferromagnetika 
bei hohen Temperaturen, insbesondere oberhalb des Curie-Punktes, mit beachtet. 
Unsere Theorie ist für diese Temperaturen natürlich nicht zuständig. Wir konnten 
aber zeigen, daß ein 7"/:-Gesetz in der Magnetisierung von Ni und Co nur mit 
A>0, I, sehr klein gegen A verträglich ist, während im x-Fe sowohl diese als 
auch eine Möglichkeit zur Erklärung des 7"/:-Gesetzes mit A< 0 existiert. 
Übrigens sprechen für das Vorhandensein von A >0 in Ferromagnetika auch 
Rechnungen über Austauschintegrale, von welchen kürzlich Kaplan!) berichtet 
hat. 

Außer der oben schon angedeuteten, bereits in Angriff genommenen Behand- 
lung des Problems bei hohen Temperaturen sind noch verschiedene Verbesserungen 
und Ergänzungen der hier dargestellten Überlegungen wünschenswert und zum 
Teil geplant. So kann die in $ 5 vollzogene Anpassung der Theorie an die beobach- 
teten Sättigungs-Magnetisierungen nur als provisorisch bezeichnet werden. 
Eine strengere Theorie müßte wohl die tatsächliche Energieband-Struktur der 
betreffenden Ferromagnetika berücksichtigen. Vielleicht würde es dann auch 
möglich sein, die Theorie zwanglos auf kompliziertere Ferromagnetika wie Le- 
gierungen und Verbindungen auszudehnen. 

Insbesondere scheint es dem Verfasser an der Zeit zu sein, den alten Streit um 
den Gültigkeitsbereich der Spinwellen-Theorie dadurch zu beenden, daß diese 
durch ein eingehendes Studium der Wechselwirkung der Spinwellen auf höhere 


Temperaturen ausgedehnt wird. 


= 
31) H. Kaplan, Physic. Rev. 85, 1038 (1952). 
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(z= Zahl der nächsten Nachbarn, S = Spinmoment eines Atomrumpfes im 


Kristall). In der folgenden Tabelle 1 haben wir für Ni und Fe die 4 Werte zu- 
sammengestellt, welche man zunächst unter der Annahme S = } erhält, dann 


unter der Annahme S + 3, wobei S als klassische Größe gedacht und so bestimmt 
wurde, daß die Sättigungsmagnetisierung richtig wiedergegeben wurde. Leider 
lagen uns Ergebnisse der Bethe-Peierls-Weißschen Methode nur für das 
kubisch-raumzentrierte Gitter vor. Für M (T) bei S + 4 wurde die im § 5 her- 
geleitete Formel: benutzt. 


Tabelle 1 
| &=0,3 | Bemerkung 
Ni 7 in °K 226 376 aus M (T) 
106 200 aus © (Molekular-Feld) 
S=} | 8S=1,1 | Bemerkung 
Fe 4in KC 655 297 aus M(T) 
k 260 280 aus © (Molekular-Feld) 


a 360 157 aus O(Bethe-Peierls-Weiß) 


tin Blick auf Tabelle 1 lehrt, daß die erwartete Übereinstimmung der beiden 
7 Werte nicht vorhanden ist, eine Tatsache, welche zumindest zeigt, daß einige 


unter Umständen wesentliche Gesichtspunkte in der Theorie bisher nicht berück- 
sichtigt worden sind. Eine einfach anzubringende Korrektur stellt die Berück- 
sichtigung der Wechselwirkung zwischen übernächsten Nachbarn där, welche im 
x-Fe sicher sehr wesentlich ist. Die hierzu nötige Erweiterung der Spinwellen- 
Formeln wurde im Anhang II gegeben. Die entsprechende Erweiterung der Mole- 
kularfeld-Theorie ist bekannt, vgl. auch Anhang III. Es zeigt sich, daß die Be- 
rücksichtigung dieses Faktors die Differenz der A-Werte beim Fe etwas vermindert, 
aber noch nicht beseitigt. 

Die verbleibende Differenz muß wohl im Falle des Ni zum großen Teile auf 
das Konto der Änderung von A bei Änderung der Gitterkonstanten infolge der 
Temperaturdifferenz zwischen 7 = © und T = 0 geschrieben werden. Wie Über- 
legungen von Neel gezeigt haben, sind bei Vergrößerung der Gitterkonstanten um 
1% (das ist die hier auftretende Größenordnung) in Ni Verkleinerungen von A 
um etwa 50%, zu erwarten, was gerade in der Größenordnung der beobachteten 
Differenz der A läge. 

Bei Fe allerdings sollte einer Vergrößerung der Gitterkonstanten ein An- 
wachsen von A entsprechen, was die obige Diskrepanz nur noch verschlimmerte. 

Übrigens impliziert die Annahme eines mit steigendem T fallenden A in grober 
Näherung einen Übergang von einem 7"/:-Gesetz zu einem 7” (n > 3)-Gesetz 
in M (T), was hier am Rande vermerkt sei. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daß die Berücksichtigung eines /, + 0 wohl 
auch einen Teil der Differenz erklären könnte: Während in der Formel für den 
Curiepunkt der Einfluß von A den eines kleinen /, überwiegt (Molekularfeld- 
näherung, Anhang III), ist im Tieftemperaturverhalten von M(T) selbst ein 
kleines J, imstande, eine bedeutend stärkere Krümmung der M(T)-Kurve hervor- 
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zurufen als im Falle J, = 0 bei gleichem A. Die Existenz eines J, + 0 sollte also 
im Tieftemperaturverhalten unter Umständen ein größeres A vorspiegeln als in 
Wirklichkeit vorhanden. 

Bevor wir diese Frage eingehender diskutieren können, ist es jedoch zweckmäßig, 
abzuwarten, bis in die Bethe-Peierls-Weißsche Theorie die 4s—3d-Kopplung 
einbezogen ist, woran am hiesigen Institut zur Zeit gearbeitet wird. 

Zusammenfassend können wir sagen, daß beim Ni noch gut begründete Hoff- 
nung besteht, daß die Schwierigkeit der verschiedenen A überwunden werden 
wird, während bei Fe die Aussichten nicht ganz so günstig zu bewerten sind. 
Man muß dabei wohl berücksichtigen, daß unsere Theorie sicherlich für Ni eine 
bessere Näherung darstellt als für Fe, da sie ja ursprünglich für S = } entwickelt 
wurde. 

§ 8. Schlußbetrachtungen 

Verfasser ist der Meinung, daß die Bedeutung obiger Untersuchungen vor allem 
im folgenden besteht: Die neue, von Zener*) vorgeschlagene Ursache der Ent- 
stehung von Ferromagnetismus wird für tiefe Temperaturen quantentheoretisch 
untersucht. Es wird nicht nur bewiesen, daß tatsächlich die indirekte Wechsel- 
wirkung der 3d-Elektronen über die 4s-Elektronen eine mögliche Ursache von 
Ferromagnetismus ist, sondern es wird darüber hinaus gezeigt, woran man bei 
tiefen Temperaturen erkennen könnte, welche Ursache bei einem bestimmten 
Ferromagnetikum die wesentlichste sein sollte; die Abhängigkeit der spontanen 
Magnetisierung von der Temperatur gibt hierfür eine gewisse Handhabe. Leider 
gestattet das hergeleitete Kriterium noch nicht eindeutig die Frage nach dem 
„Mischungsverhältnis‘‘ der beiden Ursachen für Ferromagnetismus (A und J) 
in den einfachsten Ferromagnetika zu beantworten. In diesem Punkt wird man 
wahrscheinlich erfolgreicher sein, wenn man das Verhalten der Ferromagnetika 
bei hohen Temperaturen, insbesondere oberhalb des Curie-Punktes, mit beachtet. 
Unsere Theorie ist für diese Temperaturen natürlich nicht zuständig. Wir konnten 
aber zeigen, daß ein 7"/:-Gesetz in der Magnetisierung von Ni und Co nur mit 
4A>0, I, sehr klein gegen A verträglich ist, während im x-Fe sowohl diese als 
auch eine Möglichkeit zur Erklärung des 7"/:-Gesetzes mit A< 0 existiert. 
Übrigens sprechen für das Vorhandensein von A >0 in Ferromagnetika auch 
Rechnungen über Austauschintegrale, von welchen kürzlich Kaplan®:) berichtet 
hat. 

Außer der oben schon angedeuteten, bereits in Angriff genommenen Behand- 
lung des Problems bei hohen Temperaturen sind noch verschiedene Verbesserungen 
und Ergänzungen der hier dargestellten Überlegungen wünschenswert und zum 
Teil geplant. So kann die in $ 5 vollzogene Anpassung der Theorie an die beobach- 
teten Sättigungs-Magnetisierungen nur als provisorisch bezeichnet werden. 
Eine strengere Theorie müßte wohl die tatsächliche Energieband-Struktur der 
betreffenden Ferromagnetika berücksichtigen. Vielleicht würde es dann auch 
möglich sein, die Theorie zwanglos auf kompliziertere Ferromagnetika wie Le- 
gierungen und Verbindungen auszudehnen. 

Insbesondere scheint es dem Verfasser an der Zeit zu sein, den alten Streit um 
den Gültigkeitsbereich der Spinwellen-Theorie dadurch zu beenden, daß diese 
durch ein eingehendes Studium der Wechselwirkung der Spinwellen auf höhere 
Temperaturen ausgedehnt wird. 


31) H. Kaplan, Physic. Rev. 85, 1038 (1952). _ see 
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Abschließend sei nochmals betont, daß der neue, indirekte Wechselwirkungs- fy. 
mechanismus zwar nicht die Hauptursache des Ferromagnetismus von Ni, Co und fiir 
wohl auch Fe sein dürfte, daß man aber durchaus damit rechnen muß, daß irgend- ein 
welche anderen Substanzen diesem Mechanismus ihren Ferromagnetismus ver- 


danken. gill 


§ 9. Anhang a 
I. Veränderlichkeit des resultierenden 4 s-Spins mit der Temperatur 


Wir hatten bisher stets so gerechnet, als bliebe das minimale £ und damit auch hi 
I, ungeändert, wenn man von 7'= 0 zu höheren Temperaturen übergeht. Es 
wurde schon oben darauf hingewiesen, daß dies nur eine bei tiefen Temperaturen we 
gültige Annahme ist; in Wirklichkeit sind ja £ und J, proportional zur spontanen 
Magnetisierung. Um den Einfluß des durch diese Vernachlässigung entstandenen x 
Fehlers wenigstens qualitativ abzuschätzen, wird es erlaubt sein, in obigen For- 
meln J, als variabel mit der spontanen Magnetisierung M bzw. mit 7’ anzusehen. de 
Man erkennt dann, daß beim Übergang von tiefen zu höheren Temperaturen die 
Z (zs) in obigen Formeln (31) schneller anwachsen als bei konstantem J, d.h. hi 
M (T) fällt steiler ab, der Curie-Punkt wird plausiblerweise erniedrigt und die 


Krümmung der M (T)-Kurve noch mehr vergrößert als schon durch den Übergang 
von J, = 0 zu einem konstanten J, + 0. D.h. die Abweichungen vom T”!:-Gesetz f 
werden noch größer als bei konstantem J). . 


Die hier angedeuteten Uberlegungen diirften erst dann von Bedeutung werden, fe 
wenn man versuchte, die Theorie auch auf héhere Temperaturen zu erweitern, 
etwa indem man die Wechselwirkung der Spinwellen genauer zu studieren unter- 
nähme. Da wir dies hier nicht im Sinne haben, verzichten wir auf eine weitere 

Diskussion dieser Frage. = 6 

ie 

II. Berücksichtigung des Einflusses übernächster Nachbarn 4 a 

Bei gewissen Kristall-Strukturen (z.B. der kubisch-raumzentrierten) ist es ‘ 

unumgänglich, bei anderen wünschenswert, sich Klarheit zu verschaffen über den e 

Einfluß der Wechselwirkung mit übernächsten Nachbarn auf die errechneten 


Energieniveaus; bisher hatten wir ja nur die Wechselwirkung mit den nächsten 
Nachbarn berücksichtigt. r 

Schon Bloch’) zeigte, daß Spinwellen auch bei Berücksichtigung der Wechsel- 
wirkung mit übernächsten Nachbarn auftreten. Nennen wir A, und A, die Aus- 
tauschintegrale zwischen nächsten bzw. übernächsten Nachbarn, 2, und 2, 
die Zahl der nächsten bzw. übernächsten Nachbarn, so ist die Energie & dieser 
Spinwellen, wie man an Hand unserer früheren Rechnungen leicht feststellt, 
gegeben durch: 


ea = 1, + 24,(4—f + 


Dabei sind f, und f, die zu den betreffenden Gittertypen gehörigen Funktionen. 
Im kubisch-raumzentrierten Gitter z. B. ist f, die früher angegebene Fu. f, fr | 
aber die des einfach-kubischen Gitters. 

Aus diesem eg wäre nun M (T) zu bestimmen. Dazu ist zunächst, wie früher, 
nötig, die Lage der Maxima und Minima von eg im &-Raum zu ermitteln, um die 


32) Man beachte, daß J, hier das gleiche ist wie im Falle A, = 0. tne ] 
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fi, fg in der Umgebung der Extrema entwickeln zu können. Leider ist diese Aufgabe 
für beliebige A,, A, mit großen Schwierigkeiten verbunden, so daß wir nur 
einige einfache Sonderfälle diskutieren wollen: 


1. A, >0, A, >0; das Minimum von eg liegt bei & = 0; in dessen Umgebung 
gilt: eg & I, + (Ay + Ag) 8%. 

2. A,< 0, A, >0; |A,|<A,; das Minimum bleibt praktisch bei & = 0; 
dort gilt genähert: eg J, + (A, + A,) 

3. Ay < 0, A, > 0; |A,|5>A,; das Minimum von eg rückt zur Stelle, an welcher 
fi (8) minimal wird. 

4. A, >0, 4,< 0; |A,;|<A,. Das Minimum von eg rückt zu der Stelle, an 
welcher f, ($t) minimal wird. 

5.4,>0, A,< 0; |4,|<A,. Das Minimum von eg bleibt praktisch bei 
ft = 0; dort gilt genähert: eg & I, + (A, + A,) 8. 

6. A,< 0, A,<0. Dieser Fall läßt sich einfach nur behandeln, wenn eines 
der Integrale das andere stark überwiegt. Das Ergebnis ist dann evident. 


In den Sonderfillen 3., 4. und 6. (und auch bei allen allgemeineren Fällen) 
hängt das Verhalten von e () in der Umgebung des Minimums von der Kristall- 
struktur ab, so daß wir auf eine weitere Behandlung dieser Fälle im Augenblick 
wollen. 

Es liegt wohl auf der Hand, daß in den Fällen 1,. 2, und 5. M (T) aus dem 
früher gefundenen Gesetz einfach dadurch erhalten wird, daß man in der Schluß- 
formel die Größe A ersetzt durch (A, + A,). 


II. Die Molekularfeld-Näherung 


Die in dieser Abhandlung dargelegte Theorie gilt in guter Näherung nur im 
Gebiete tiefer Temperaturen (relativ zum Curie-Punkt). In vielerlei Hinsicht 
ist es natürlich wünschenswert, auch eine entsprechende Theorie für hohe und 
mittlere Temperaturen zu besitzen. Da eine solche Theorie mit Einschluß der 
4s—3d-Wechselwirkung einstweilen noch nicht existiert, wollen wir hier wenig- 
stens die Formeln der Molekularfeld-Näherung herleiten, :welche bekanntlich für 
hohe und tiefe Temperaturen in gleicher Weise gelten, aber leider nur einen be- 
schränkten Wahrheitsgehalt besitzen. Man darf jedoch hoffen, in dieser Weise 
zumindest in einer groben Näherung den Einfluß der 4s—3d-Wechselwirkung bei 
höheren Temperaturen zu übersehen. 

Zur Herleitung dieser Gleichugen, welche mit den von Zener angegebenen fast 
identisch sein werden, bedienen wir uns der Stonerschen Methode der Mittel- 
wertbildung. Wir gehen also aus von der Diracschen Form des Austausch- 
energie-Operators für die Wechselwirkung 3d—3d und 4s—3d: 


H=—2A a €,S;—2 _ ; S,; S,*). 
Nachb. aare 
Im zweiten Teil dieses Ausdruckes können wir genähert über ©, summieren, 


weil sich die ©, fast sämtlich kompensieren; nur ein kleiner Teil S,, der 4s-Spins 
bleibt unkompensiert. Ist A, ein Mittelwert von A,, bezüglich dieser resultierenden 
Spins, so haben wir: 


H=-2A 5 6,6,—24 
Nachb. 


33) Wegen der Bezeichnung vgl. § 5. A 
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Das Verhalten der beliebig herausgegriffenen iten 3d-Schale wird bestimmt dure 
H,=— 2AS 6-—2 


S;. 5 6 

Nächb. 
aber kann man in einer gewissen Näherung im Gleichgewichtszustand ersetzen 
durch 2&,, wo z die Zahl der nächsten Nachbarn und &; der zeitliche Mittelwert 


des Spins einer 3d-Schale ist. 5, muß ~ M sein. Wir ah (Mt = spontane 
Magnetisierung): 


S, = p “=. 
Schon früher hatten wir entwickelt, das G,, ~ M sei, wir überne 
malige Formel: 
A J, 
S,, = N2 -—9.8 -m — —2 M+). 
Damit ergibt sich: 


Das Molekularfeld h ist definiert durch: 


A, = 55 -S; (+ - ©, = magneti- 


sches Moment einer . Also ist 5 gegeben durch: 


Dies ist im wesentlichen die Zenersche Formel. Besonders interessant ist, daß 
h ~ M geht, ganz wie früher. Nur der Faktor bei M ist jetzt etwas verändert: 
A und J, können beide Ferromagnetismus hervorrufen, in Übereinstimmung mit 
unseren strengeren Überlegungen. Jedoch führen sie hier zum gleichen Weiß- 
schen Gesetz fiir |M|(7'), im Widerspruch zu unserer strengeren Theorie. Für 
hohe Temperaturen sollte in dieser Näherung ebenfalls das Curie-Weißsche 
Gesetz gültig bleiben, nur wird jetzt der Curie-Punkt © bestimmt durch: 
(38) 
(der resultierende Spin einer 3d-Schale im Kristall ist 8). 24 + J, ist also an die 
Stelle von z A getreten. Von dieser Formel wurde oben Gebrauch gemacht. Bei 
Beachtung der Wechselwirkung mit übernächsten Nachbarn tritt natürlich, in 


der Bezeichungsweise des vorigen Anhangs, (2,4, + 2,4,) an die Stelle von 
2A in (37). 


34) Wie früher ist: y=N -y,; Ay 


Jena, Theoretisch-Physikalisches Institut der Universität. 
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Zur Theorie irreversibler V rgänge. IV 


Von Helmut G. Reik 


Wir wenden das erweiterte Zeitaxiom auf Systeme an, in denen gleichzeitig 
mehrere Vorgänge ablaufen können. Da sich die im gleichen System ablaufenden 
Vorgänge gegenseitig stören, findet man für sie andere Geschwindigkeiten, wie 
für n gleiche Vorgänge, von denen immer einer in einem System, also ungestört 
betrachtet wird. 

Ein neu eingeführtes ‚‚Integrabilitätstheorem‘““ trägt der gegenseitigen Beein- 
flussung der einzelnen Vorgänge Rechnung. Es besagt, daß sich die Geschwindig- 
keiten der n Vorgänge im System darstellen lassen als die partiellen Ableitungen 
einer einzigen Integralfunktion, jeweils nach einer für den betrachteten Vorgang 
spezifischen Größe, die mit der durch diesen Vorgang veranlaßten Entropie- 
produktion in Beziehung steht. 

Die Ergebnisse der allgemeinen Theorie werden auf Beispiele angewendet. 
Es wird gezeigt, daß man im Fall der Effusion bei Knudsenschen Gasen aus 
dem Integrabilitätstheorem den richtigen Wert für die Überführungsenergie erhält. 

Entwickelt man das erweiterte Zeitaxiom um den Gleichgewichtszustand 
nach den Onsagerschen ‚Kräften‘ und bricht die Entwicklung nach dem linearen 
Glied ab, so erhält man die Onsagerschen phänomenologischen Gleichungen. 
Das Integrabilitätstheorem garantiert dabei das Erfülltsein der Onsagerschen 
Relationen L,,—= L,, zwischen den Entwicklungskoeffizienten. 

Wir erhalten aber aus dem Zeitaxiom noch weitere, über die Onsagerschen 
Relationen hinausgehende Informationen über die Entwicklungskoeffizienten. 

Auf Grund der Tatsache, daß die phänomenologischen Gleichungen Ent- 
wicklungen des Zeitaxioms sind, ist ihre Anwendungsbreite geringer, als die der 
Zeitaxiomsgleichungen. Die phänomenologischen Gleichungen versagen z.B. 
bei der Beschreibung des zeitlichen Ablaufs der chemischen Reaktionen, während 
die aus dem Zeitaxiom folgenden Geschwindigkeitsgesetze mit den experimentell 
gefundenen übereinstimmen. 

Man kann die Zeitaxiomsgleichungen auch um Nichtgleichgewichtszustände 
entwickeln. Eine solche Entwicklung kann aber nicht nach den Onsagerschen 
X, durchgeführt werden, sondern man muß nach r;, bzw. r;, entwickeln. Zwischen 
den Koeffizienten dieser neuen Entwicklung sind neue Relationen gefunden 
worden. Bricht man in der neuen Entwicklung erst nach dem quadratischen 
Glied ab, so kann man auch Relationen zwischen den Koeffizienten der quadrati- 
schen Glieder finden. Alle diese neuen Relationen werden aus dem Integrabilitäts- 
theorem gewonnen, das also über die gegenseitige Beeinflussung der einzelnen 
Vorgänge wesentlich zwingendere Vorschriften macht, als die Onsagerschen 
Relationen dies tun. 
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$ VIII. Die Anwendung des Zeitaxioms auf Systeme, in denen mehrere 
Vorgänge ablaufen können 
A. Allgemeine Theorie 

Wir haben bis jetzt!) das Zeitaxiom auf Systeme angewendet, in denen sich 
im Verlaufe der Zeit nur eine Zustandskoordinate veränderte. In unseren Bei- 
spielen über chemische Reaktionen war dies die Reaktionslaufzahl. 

Wir betrachten im folgenden Systeme, in denen sich mehrere, im allgemeinen 
n Zustandsvariable mit der Zeit ändern können, und ermitteln die Zeitgesetze 
dieser Vorgänge. 

Wir gehen dabei so vor, daß wir, wie bereits in M I angedeutet, für jeden der n 
Vorgänge das Zeitaxiom ansetzen, und zwar wollen wir im folgenden dessen differen- 
zierte Form verwenden. Dabei ist allerdings zu beachten, daß wir in den voran- 
gehenden Mitteilungen das Zeitaxiom in einer spezialisierten Form verwendeten, 
die nur auf Systeme mit einer zeitlich veränderlichen Zustandskoordinate, an- 
wendbar ist. Für Systeme, in denen n Vorgänge ablaufen können, haben wir ein 
verallgemeinertes Axiomensystem anzusetzen, das, wie man leicht zeigen kann, 
für n = 1 wieder das einfache Zeitaxiom (IV, 1) liefert. 
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stets der erste Index auf den verlaufenden Vorgang (den iten oder den kten), der letzte 
Index auf Hin- bzw. Riickvorgang, wobei die Indices 1 jeweils dem Hinvorgang, die In- 
dices 2 dem Riickvorgang zugeordnet sind. Der eingeschobene Index 0 bei =. 

auf die besondere Normierung des Zwischenzustandes hin (vgl. M II). 

Die Gln. (VIII, 1) geben uns die Geschwindigkeiten der n ablaufenden Vor- 
gänge als Funktionen der Paare von Zustandskoordinaten T,, 7’,, v,, V2, usw., die 
wir im folgenden kurz als ,,MeBgréBen‘‘ bezeichnen. Die Indices 1 beziehen sich 
auf das erste Glied der rechten Gleichungsseite in (VIII, 1). 

Lassen wir nun die Vorgänge ablaufen und betrachten wir den iten, so gilt 
bei dessen Fortschreiten um 1 (de, = 1), daß die Entropie des adiabatisch abge- 
schlossenen Systems sich um 


Oc, \0c; 1 Oc; 2 
1) H. G. Reik, Ann. Physik (6) 11, 270 (1953), im folgenden als M I bezeichnet; Ann. 


Physik (6) 11, 407 (1953), im folgenden als M II bezeichnet, Ann. Physik (6) 11, 420 (1953), 
im folgenden als M III bezeichnet. 
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ändert, wobei — (= ). den Beitrag des ersten Gliedes, > ae, 44 den des waitin Gliedes 


der rechten Seite der Gleichung (VIII, 1) darstellt. (3 =. nd (2 1 lassen sich 


leicht vermittels Gln. (III, 34, 35, 36) als Funktionen der Meßriößen“ 7%; 
usw. bzw. 7's, v,, usw. ermitteln. 

In derselben Weise lassen sich für alle n möglichen Vorgänge die Funktionen 
=) bzw. (=) bestimmen. 
OC}, CC), 2 

Man hat also ein Paar von jeweils n Gleichungen. Die ersten n Gleichungen 
stellen dabei eine Beziehung zwischen den Größen (2): (2): (=) ‘ (2) ; 

a Oc; 

die wir im folgenden als ,,RechengréBen“ bezeichnen und mit r abkürzen und 
den n mit 1 indizierten ‚„Meßgrößen‘‘ dar. Das zweite Paar liefert uns den 
Zusammenhang zwischen den mit 2 indizierten ‚„Rechengrößen“ und den MeB- 
größen T7',, usw. Also: 
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In Worten: Man kann die (=) = (= =) = = hs, 
06, oc 


= r„. als Funktion der ,,MeBgréBen“ T',, v,,..., Yı, auffassen, man kann aber 
auch umgekehrt vorgehen. 

Dementsprechend kann man die Geschwindigkeiten in den Gln. (VIII, 1) als 
Funktionen der Variabelnpaare 7',, T,, ®,,®2, Y%ı, Ye, betrachten. Man kann sie 
aber auch als Funktionen der Variabelnpaare r;,, 7j2, Tx, "ka, usw. ansehen. 

Die letztere Möglichkeit bietet Vorteile für prinzipielle Betrachtungen, da die 
Meßgrößen in komplizierter Weise mit den einzelnen Vorgängen zusammenhängen, 


ds és as 08 
während sich G) = (=). = nur auf den ıten, (=), 
nur auf den kten Vorgang beziehen. Die Rechengrößen sind also ,,vorgangs- 
spezifisch‘“. 


Diese ‚„‚Vorgangsspezifität‘‘ kann man am leichtesten einsehen, wenn man den Aus- 
druck für die vom iten Vorgang in der Zeiteinheit produzierte Entropie anschreibt. 


de, (2e\ _ _(2e\ , ] _ 
dt (2) dt [ (=). (=),|= dt 


Wie man sieht, gehen hierin nur die mit i indizierten Rechengrößen ein. er 7 
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Wir wollen von dem Vorteil Gebrauch machen, der mit der Einführ 


Rechengrößen in (VIII, 1) verbunden ist und schreiben an: 
de, 


de; x 


d (VIII, 1a) 
de, 


Man erkennt aus diesen Gleichungen, daß die Geschwindigkeit eines Vorganges 
in einem adiabatisch abgeschlossenen System nicht nur von der für diesen Vorgang 
spezifischen Rechengröße abhängt, sondern auch noch von denen für alle anderen 
Vorgänge. Die einzelnen Vorgänge im System sind also nicht voneinander unab- 
hängig, sondern sie beeinflussen sich gegenseitig. 

Wenn wir die absolute Geschwindigkeit der n in unserem adiabatisch abge- 
schlossenen System verlaufenden Vorgänge ermitteln wollen, müssen wir Funk- 
tionen der Form 


bestimmen. Wie wir in M II bemerkten, sind dabei (5) £ (=) und (x) ; (=) 
Meß- 


im allgemeinen leicht als Funktion der Zustandskoordinaten (entweder der,,) 
größen‘‘ oder der „‚Rechengrößen‘) ermittelbar. Die Funktionen Mia, Sind uns 
aber bis jetzt, von Spezialfällen (vgl. Gl. (IV, 3)) abgesehen, noch nicht bekannt. 
got Wir können sie durch folgendes Theorem bestimmen: 

Er; Wenn in einem adiabatisch abgeschlossenen System n Vorgänge verlaufen, dann 
beeinflussen diese sich so, daß stets gilt: 


(> 
a 


- és \* és és \* és 


Der einfachste Fall ist dabei: r;, = = (a) The = (z); (a), 


Dies braucht jedoch nicht erfüllt zu sein. Notwendig ist dagegen, daß (—) bzw 

(2) irgendeinem der n möglichen rz, bzw. rz. gleich sei. Man nennt (=) die 
i/2 i 


geschwindigkeitsbestimmende Entropie, da sie in Gl. (VIII, 4) im Exponenten, 
‚also in Form einer Wahrscheinlichkeit, auftritt. 
Wir schreiben Gl. (VIII, 5) noch etwas einfacher an: 


Gy = Gia; (VIII, 5a) 
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Wie wir aus (VIII, 5a) sehen, hat unser Theorem die Form einer Integrabilitäts- 
bedingung. Es folgt also daraus: 


és \* és ds \* és 
(VIII, 6) 
R —G.= oF, G _ OF, 
Damit schreibt sich (VIII, 1) 
dc, OF, öF,. de, oF, oF, 
ot: = — r 
dt Ory, Or dt | (VIIT, 7) 
2 dc, du___OF,, OF, 


Unser Theorem lautet so in anderen Worten: 

Wenn in einem adiabatischen System n Vorgänge verlaufen, so sind die im Zeit- 
axiom auftretenden Funktionen u und damit G so bestimmt, daß die einzelnen G die 
partiellen Ableitungen einer Funktion F nach den betreffenden r;, bzw r;, sind. 

Es genügt also die Kenntnis einer einzigen Funktion F (für Hin- und Rückvor- 
gang) zur vollständigen Beschreibung des zeitlichen Ablaujs der n Vorgänge. 


Wie man aus Gl. (VIII, 7) erkennt, hat die Funktion F die Dimension Entropie 


pro Zeiteinheit. 
erg 


Grad sec | 

Sie stellt also eine ,,Entropieleistung™ dar. 


B. Anwendungen 


Wir gehen zu Anwendungen iiber und betrachten Beispiele, bei denen sich 
im adiabatisch abgeschlossenen System mehrere Vorgiinge zugleich abspielen. 
Wir gehen dabei aber nicht von der Funktion F aus, sondern von ihren partiellen 
Ableitungen. Wir bestimmen sie, indem wir zunächst für jeden der n Vorgänge 

20\* P 

a) (2); Ga). a), ermitteln und diese Größen in die partiellen Ab- 
leitungen @;, und G;, einsetzen. Dann bleiben uns aber noch u; , und uj, zu bestim- 
men. 

Diese Funktionen ermitteln wir dadurch, daß wir die bis auf die w;,, ji be- 
stimmten G;,, G;, in den mathematischen Ausdruck für unser Integrabilitäts- 
theorem einsetzen und nun 44; ,, 4; so wählen, daß dem Theorem Genüge geleistet 
wird. 

Damit sind die Größen G restlos ermittelt und damit sind uns die absoluten 
Geschwindigkeiten der n verschiedenen Vorgänge und damit ihre Zeitgesetze 
bekannt. 


Beispiel 1. Energie- und Materieüberführung bei Knudsenschen 
Gasen. Einkomponentensysteme. 

a) Wir betrachten zwei Behälter, in denen sich jeweils He bei sehr kleinen 
Drucken (als ,,Knudsensches Gas“) befindet. Die Zustandskoordinaten im 
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linken Gefäß seien 7’, und v,, im rechten Gefäß 7’, und v,, wobei unter v jeweils 
das einem He Atom zur Verfügung stehende Volumen verstanden ist. Die Wände 
in der Abbildung 1 seien undurchlässig für He und für Energie. Halten wir die 
kleine Öffnung in der Trennwand daher zunächst zu, 
so kann weder ein Übergang von Materie, noch ein 
solcher von Energie stattfinden. 

Heben wir die Blockierung der Öffnung auf, so be- 
T ? T, ginnt ein Ausgleichsvorgang. Es effundieren Moleküle, 


z.B. von 1 nach 2. Da jedes dieser Moleküle Energie 
vv, U2 mit sich führt und wir vorausgesetzt haben, daß die 
Wände für Energie undurchlässig sind, so ist, wie 
x, X, man sieht, der Vorgang der Energieüberführung mit 


dem Vorgang der Materieüberführung streng gekop- 
pelt. Da für die Geschwindigkeit des letzteren die 
verschiedenen Wahrscheinlichkeiten des He im Ge- 
a . fäß 1 und 2 bestimmend sind, gilt das gleiche auch 
Abb. 1. Schema eines Über. für die Geschwindigkeit der Energieüberführung. 


führungsvorganges Man erhält: 
ds \* és és 
de AN | ( aA, ), 
= - a & + My, € (VIII, 8) 
és \* és és \* és 
de du | (sch (= ), (a, 


Dabei bedeutet F die Fläche der Öffnung, 4 — 3 1 die in der Zeiteinheit aus dem 


de, -% 


Behälter 1 verschwindende Anzahl Atome He, - — ; die in der Zeiteinheit aus dem 


Behälter 1 in 2 überführte Energie. : 
Nach der Definition der Rechengrößen (VIII, 2) gilt für diese: 


Nira = Nite = 3 (VL) 


Das N, als Faktor von r,, bzw. r,, rührt daher, daß sich die r auf den Übergang 
eines Moleküls dN, = 1 beziehen und d/, = 1 den Übergang eines Mols bedeutet. 

Wie man aus GI. (VIII, 8, bzw. 9) ersieht, bestimmten die Rechengrößen ry 
bzw. ry, sowohl die mit dem Ablauf des Materie- Überführungsv organges verbundene 
_ Entropieerzeugung, als auch die Geschwindigkeit dieses Vorganges. Dies stellt 
den einfachsten Fall dar. Für die Geschwindigkeit des Energieüberführungs- 
 vorganges sind ebenso die Rechengrößen r,, und r,, bestimmend, während die 
Größen r,, bzw. 72, die durch diesen Vorgang erzeugte Entropie repräsentieren. 
Dies stellt den weniger einfachen Fall dar, bei dem die Geschwindigkeit eines 
_ Vorganges durch eine der möglichen Rechengrößen, aber nicht durch die für den 
betreffenden Vorgang spezifische vorwiegend beeinflußt wird. 


(VIII, 11) 
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weik # Wir gehen vom adiabatischen zum isotherm-isochoren System über. Dabei hat 


/ainde man zu beachten, daB 
ir die / Os af 

a1 = VIII, 12 
st zu, # isochor ( ) 
+h ein Berücksichtigt man, daß die Geschwindigkeit der beiden Vorgänge durch die ver- a 
oll schiedene Wahrscheinlichkeit der He Atome in den beiden Behältern bestimmt ist, 
30 be- 


‚küle so erhält man 


Lergie _ (2 (sty — f*(]): (& * _ pg 
, Wie vel. (IV, 7, 9, 11). (VIII, 13) 
ee Einsetzen in (VIII, 8) ergibt u 

an de, _ dN, -F kT, de 20 RT, | 

a dt dt h h. 
auc 

h 


- + 
— une BT, tes RT, 


i 
\ 
\ 


II, 8) dt dt 
II, 9) = 
de, A Z* (1) k T, Z* (2) \ 
; dem ‘dt =F h Zu . (VIII, 15) 


dem Wir müssen jetzt nur noch die Zustandssummen von He in Behälter 1 und 2 er- 
mitteln und ebenso die Zustandssummen der beiden verschiedenen ,,Zwischen- 


zustinde‘‘. Wir haben . (VIII, 16) 
*/s "Is 
| Zpe (T,, v1) = = %*Zei(T1); ZHe (T'2, v2) = *Ze(T2), 
10) h h 


da He außer seinen translatorischen nur elektronische Freiheitsgrade besitzt. 
Um die Zustandssummen Z*(1) und Z*(2) zu erhalten, nehmen wir im An- 


Bang 

steh: schluß an M II folgende Überlegung vor: 

n Tuy Der Zwischenzustand muß einen stabilen Freiheitsgrad weniger haben als das 
denk Helium in den Behältern 1 und 2. Da der Übergang zwischen den beiden Be- 
tellt hältern in einer Translation besteht, muß dieser instabile Freiheitsgrad ein trans- 
ngs- latorischer sein. Dieser ist, dem Verfahren in M II folgend in der Zustandssumme 
die für den Zwischenzustand nicht zu berücksichtigen, da er ja durch u = = erfaßt 
He: wird. Er entspricht der generalisierten Koordinate des Vorgangsweges. Bei den 

pre chemischen Reaktionen war dieser ,, Vorgangsweg‘‘ derjenige, der über den Sattel 


des „chemischen Potentialgebirges‘‘ in das Tal der ‚anderen Gleichungsseite“ 
hinüberführte. 
In unserem Fall der Effusion ist der Vorgangsweg in Richtung der zur Trenn- 
1) wand senkrechten Achse und der Übergang besteht hier im kräftefreien Durch- 
fliegen der Öffnung. 
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Das ist einleuchtend: Bei chemischen Reaktionen hat der aktive Komplex seine nor. 
malen drei translatorischen Freiheitsgrade, der Reaktionsweg liegt, da eine Umgruppie. 
rung der Atome zu einem neuen Molekül erfolgt, in Richtung einer seiner inneren (oscilla. 
torischen) Koordinaten. Hier, wo der Übergang auf einer reinen Translation beruht, 
muß die Vorgangswegkoordinate die der translatorischen Bewegung in Richtung des 
Übergangs (senkrecht zur Trennfläche) sein. 

Die inneren Freiheitsgrade (hier die elektronischen) werden von der Über- 
führung nicht im geringsten beeinflußt. Die elektronische Zustandssumme muß 
also beim He und beim aktiven Zwischenzustand jeweils dieselbe sein. 

Bedenken wir noch, daß bei den niedrigen Drucken, mit denen wir es im 
Knudsenschen Bereich zu tun haben, Wandstöße sehr viel zahlreicher sind als 
Stöße zwischen den He-Atomen, so folgt, daß einem He-Atom im Übergangszustand 
von | nach 2 die Temperatur 7',, einem in umgekehrter Richtung fliegenden die 
Temperatur 7’, zukommt. Damit ergibt sich: 

Z* (1) = 2*2) = ye (VIII, 17) 
Einsetzen von (VIII, 16, 17) in (VIII, 15) ergibt: 


dt 2am v Vy 2amk |) VT, 

Würden wir die analoge Überlegung für den Fall des Sauerstoffs als K nudsen- 
schem Gas durchfiihren, so erhielten wir dasselbe Ergebnis allerdings mit m = Mo: 
denn auch in diesem Falle stimmen die Zustandssummen des Zwischenzustandes und des 
Sauerstoffes in bezug auf die inneren Freiheitsgrade völlig überein. Der Zwischenzustand 
besitzt lediglich einen stabilen translatorischen Freiheitsgrad weniger. Also heben sich 
auch in diesem Falle die inneren Freiheitsgrade im Laufe der Berechnung heraus. 

Knudsen?) hat Gl. (VIII, 18) zuerst auf kinetischem Wege abgeleitet und sie ex- 
perimentell bestätigt. Es soll darauf hingewiesen werden, daß hier, wo die inneren Frei- 
heitsgrade sich herausheben, die Ergebnisse unserer Theorie mit der der kinetischen, die 
die inneren Freiheitsgrade nicht berücksichtigt, vollkommen übereinstimmen. 

b) Wenn wir Gl. (VIII, 14) betrachten, so sehen wir, daß wir unter Berück- 
_ sichtigung von (VIII, 16, 17) die absolute Geschwindigkeit des Effusionsprozesses 
berechnen können. Diese wird durch Gl. (VIII, 18) gegeben. Setzen wir aber 
(VIII, 16, 17) in den Ausdruck für die Energieüberführungsgeschwindigkeit ein, 
so sehen wir, daß Minuend und Subtrahend in der Geschwindigkeit nur bis auf 
einen Faktor bestimmt werden, der uns vorerst noch nicht bekannt ist. Diesen 
Faktor bestimmen wir nun, indem wir mit den ersten und dann mit den zweiten 
Gliedern der rechten Gleichungsseiten von (VIII, 14) in das Integrabilitätstheorem 


(VIII, 5) eingehen. 


Wir erhalten: 
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Dieselbe Rechnung, ausgefiihrt fiir die zweiten Glieder der rechten Gleichungs- 
seiten von (VIII, 14) ergibt 


Us = (VIII, 22) 


Setzen =e nun hte 16, 17, 21, = in Maren Ay ein, so erhalt man endgiiltig: 


Gin. (V 18, 23) die absoluten für ‘Effusion und Energie- 
überführung zwischen zwei Knudsenschen Gasen im Einkomponentensystem dar. 
Wir schreiben Gl. (VIII, 21) etwas um: ie 


= fin T,. (VIII, 24) 


Beschränken wir uns auf den Fall 7, = T, = T, so sieht is aus (VIII, 18, 23), 
daß ein Molekül beim Übergang vom einen Behälter in den anderen im Mittel die 
Energie 2 k T überführt. (Beim ersten Zusehen könnte man glauben, daß die über- 
führte Energie pro Molekül */, k T wäre.) 

Das Ergebnis (VIII, 21, 22) steht in Übereinstimmung mit der Erfahrung und 
mit den Mittelwertsbildungen der kinetischen Theorie. Der Ursprung unseres 
Ergebnisses ist aber ein anderer. Wir erhalten (VIII, 21, 22) aus dem Integra- 
bilitätstheorem, also aus einer makroskopischen Beziehung, während die 
kinetische Theorie ihre Ergebnisse aus prinzipiell mikroskopischen 
Ansätzen gewinnt. 

Wir ermitteln die Funktionen F, und F, für unser Beispiel aus ihren partiellen Ab- 
leitungen. Es gilt: 


Ti1 


kT, 2amkT, = 


Damit ergibt sich für die Funktion F;: 7 
rıı 
29 "u 2 3 kF 
Wri, hi (22mkT,)'*-v, | 2am 
Für die Funktion F, liefert eine analoge Rechnung: pe > 
Tie 
2 ("ig 72.) = Wr, Vp V3 
Man sieht, daß die Abhängigkeit der Funktion F, von r,, und r,, (bzw. von 7, und 2) 
genau die gleiche ist, wie die der Funktion F, von a und 7, (bzw. von 7’, und %) . Das- 
selbe gilt natürlich dann auch für ihre partiellen Ableitungen. 


(VIII, 26) 


Beispiel 2. Energie- und Materieüberführung bei Knudsenschen 
Gasen. Mehrkomponentensysteme. 


Wir betrachten unser System von Abb. 1. In beiden Behältern befinden sich 
Gase im Knudsenschen Druckbereich, doch handle es sich diesmal jeweils um 
Mischungen von He und Ar. Die Zustandskoordinaten in den beiden Behältern 
seien 7',, v,, &, bzw. 7's, Vg, &. Dabei ist v das einem Molekül zur Verfügung ste- 
hende Volumen, x jeweils der Molenbruch des Heliums. 2 7 
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Wir betrachten zunächst den Übergang von He und von Energie, wofür wir 
die unter 1. abgeleiteten Formeln verwenden können. Als nächstes betrachten 
wird den Übergang von Ar zwischen den beiden Behältern, sowie die durch diesen 
Transport bewirkte Überführung von Energie. Auch hierfür können wir die unter 1, 
abgeleiteten Formeln benutzen. 

Schließlich betrachten wir die Vorgänge gemeinsam, indem wir die Geschwin- 
digkeit von He und von Ar hinschreiben und die Anteile der dadurch bewirkten 
Energieüberführung zusammenaddieren. Wenn man beachtet, daß 


far (T, Vg, 1 — 2%) (VIII, 27) 
erhält man 
tu fas 
1 =e 2 > 
Ye N (VIET, 28) 
fa Tes 
— — = 2 VIII, 2 
Ste (71) Tia Site Tis 
de, _ du RT, 4 RT, 
dt dt \ h h j : 
(VIII, 30) 
\ h h j 


Wie man aus (VIII, 28, 29, 30) sieht, bestimmen die Rechengrößen 7,, bzw. 7. sowohl 
die mit dem Ablauf der He-Überführung verbundene Entropieerzeugung als auch die 
Geschwindigkeit dieses Vorganges. Analoges gilt für die Größen r,, und r,, beim Vorgang 
der Ar-Überführung. 

Für die Geschwindigkeit des Energieüberführungsvorganges sind teils die Größen 
ry, Sowie r,, bzw. r,, und r,, bestimmend, während r,, und 7.5 die durch die Energieüber- 
führung erzeugte Entropie repräsentieren. Bei der He- und Ar-Überführung liegt also 
wieder der einfachste Fall vor, bei dem die für den Vorgang spezifischen Rechengrößen 
gleichzeitig auch seine Geschwindigkeit bestimmen. 

Man erkennt aus (VIII, 28, 29, 30), daß alle Funktionen u bereits bestimmt sind. 
Dies kommt daher, weil wir einfach die Ergebnisse von Beispiel 1 übernahmen. 
Wir kennen also bereits die absolute Geschwindigkeit der drei in unserem System 
ablaufenden Vorgänge. Wir haben nun zu prüfen, ob diese Gleichungen das Inte- 
grabilitätstheorem befriedigen, mit anderen Worten, ob wir der gegenseitigen 
Beeinflussung der Vorgänge richtig Rechnung getragen haben. 
Man setzt an Der] 
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(VIII, 31a) 
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folgt, daß die linke und die rechte Seite von (VIII, 31) identisch verschwinden. 
Berücksichtigt man dies, so kann leicht gezeigt werden, daß 


\ Heli) ta Sar THe (71) "11 
Oy h \ Orgy 
(VIII, 32) 
Het) ru Fa Fa 
h \ 


(VIII, 33) 
(vgl. die Rechnung unter Beispiel 1). 

Man sieht also, daß (VIII, 28, 29, 30) das Integrabilitätstheorem befriedigen. 

Wenn wir die Rolle, die das Integrabilitätstheorem in Beispiel 1 und Beispiel 2 
spielt, einmal nicht vom formal mathematischen, sondern vom anschaulich- 
physikalischen Standpunkt betrachten, so sehen wir, daß das Integrabilitäts- 
theorem erfüllt ist, wenn wir jeweils die richtige Überführungsenergie in Gl. 
(VIII, 19, 32, 35) einsetzen. 

Umgekehrt: Das Integrabilitätstheorem trifft, wenn wir es mikroskopisch inter- 
pretieren, sozusagen eine Auswahl unter den Molekülen, die die Trennwand 
zwischen den beiden Gefäßen durchschreiten wollen. Es sorgt dafür, daß mehr 
schnelle Moleküle durchtreten als ihrem verhältnismäßigen Anteil in der normalen 
Geschwindigkeitsverteilung entspricht. Es sorgt dafür, daß die Verteilung der 
Geschwindigkeiten auf die durchtretenden Moleküle so ist, daß im Mittel pro 
Molekül die Energie 2% T (statt der „normalen“ ®/,k T) überführt wird, mit 
anderen Worten, das Integrabilitätstheorem garantiert uns die richtige Über- 
führungsenergie. 


Die Funktion Bi ist in unserem na 


Man sieht, daß die Abhängigkeit der Funktion F, von 7,1, fay 7; genau die gleiche ist, wie 
die der Funktion F, von ry, 79, "39. Dasselbe gilt natürlich auch für die entsprechenden 
partiellen Ableitungen. 


Beispiel 3. n gleichzeitig verlaufende chemische Reaktionen 


Wir betrachten n gleichzeitig in einem System verlaufende chemische Reak- 
tionen. Diesen Fall wird man im allgemeinen im Laboratorium haben, da in der 
Reaktionsmischung außer der Hauptreaktion stets noch Nebenreaktionen ablaufen. 

Hier haben wir wieder den einfachsten möglichen Fall. Die Geschwindigkeit 
deriten Reaktion wird nämlich von den thermodynamischen Funktionen be- 
stimmt, die den Stoffen der linken bzw. der rechten Gleichungsseite 
in der Reaktionsmischung zukommen. Die Werte dieser thermodynamischen 
Funktionen geben aber gleichzeitig die mit dem Ablauf des iten Vorganges 
verbundene Entropieproduktion wieder. 


kT 
To = + m,,¢ ] — Fk) 9 | 1/ : 
31 
Für die Funktion F, erhalten wir: (VIII, 34) 
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Man hat also, wenn man ein isothermes und isochores System betrachtet, unter 


Beriic von (VIII, 12) 


(VIII, 35) 

Damit erhalten wir aus (VIII, 1) fiir die Geschwindigkeit der iten bzw. der kten 


Reaktion: 


or\* or \* 
do, 
ar \* or \* 
RTOR, (VIII, 37) 


_ Wir haben jetzt noch der gegenseitigen Beeinflussung der Geschwindigkeiten 
echnung zu tragen, mit anderen Worten die Funktionen 


N. 
ey 
RT 


und entsprechend fiir die 2. Glieder der rechten Seiten von (VIII, 36, 37). (VIII, 36, 
37, 38) stellen den allgemeinsten Ausdruck fiir die Geschwindigkeiten dar. Die 
gegenseitige Beeinflussung der Reaktionen ist hierbei bereits berücksichtigt. 

Es gibt nun noch viele Möglichkeiten, die Funktionen yo 3 

of of 
Hin Mie Uk» (x). (i). ’ (22) 

RB so zu wählen, daß das Integrabilitätstheorem befriedigt wird. Wir wollen aber 
nicht alle diese Möglichkeiten ermitteln. Es genügt uns zu zeigen, daß die aus der 
Beobachtung hergeleiteten Ausdrücke für die genannten Funktionen unserem 
Theorem Genüge tun. 


Wenn wir uns zunächst auf den Fall der Gase und der verdünnten Lösungen 
beschränk >n, so sehen wir, daß für diesen Fall bestimmt 


OA on [77 
ein muß (vgl. auc h M II und M III). 

Des weiteren sieht man, daß die physikalischen Eigenschaften der Zwischen- 
zustände, die die thermodynamischen Funktionen bestimmen, nur von den Eigen- 
schaften der Reaktanden des iten bzw. des kten Vorganges abhängen. 

Man bekommt auch im Falle mehrerer gleichzeitig verlaufender Reaktionen 
Ü bereinstimmung mit der Erfahrung, wenn man 
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wy ae Er zu bestimmen. Dies tun wir dadurch, daß wir mit den ersten bzw. zweiten Gliedern wel 
as der rechten Gleichungsseiten von (VIII, 36, 37) in das Integrabilitätstheorem l 
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setzt. Da nach dem Gesagten 


e 
Ha 


so sieht man, daß die linke und die rechte Gleichungsseite in (VIII, 38) identisch 
verschwindet, womit dem Integrabilitätstheorem Genüge getan ist. 

Die Tatsache, daß im Ausdruck für das Integrabilitätstheorem die linke und 
die rechte Gleichungsseite identisch verschwindet, soll natürlich nicht bedeuten, 
daß überhaupt keine Beeinflussung der beiden Vorgänge stattfindet. Es wird ja 
nur ausgesagt, daß die Geschwindigkeit der iten Reaktion nicht von den für den 
kten Vorgang spezifischen Rechengrößen r;, und r;, abhängt und umgekehrt. 
Dies unterstreicht von neuem die Überlegenheit der vorgangsspezifischen Rechen- 
größen für prinzipielle Betrachtungen. 

Ein Beispiel zeigt die gegenseitige Beeinflussung. Laufen in einem System zwei 
chemische Reaktionen A+ B=0+D und 4+ F =G+4 ab, so sieht man aus 
(IV, 12a), daß in die Geschwindigkeitsgleichungen für beide Vorgänge jeweils die Konzen- 
tration von A eingeht, mit anderen Worten, daß die beiden Geschwindigkeiten vonein- 
ander abhängig sind. Die gegenseitige Abhängigkeit wird aber richtig wiedergegeben, 
wenn man in den Ausdruck für die Geschwindigkeiten der beiden Vorgänge mit 


—T ry = fa(T, ca) + fa + fo (1, -Tra = fa(T, Ca) 
+ fr(T, cr); — T = fe Cg) + fu (T, ex) 


eingeht, für beide Vorgänge u - = wählt, und für fi 30» (7, 1) bzw. | käl 1) die Funk- 


tionen einsetzt, die sich nach den Überlegungen von M II ergeben. 

Wie man sieht, ist trotz der gegenseitigen Beeinflussung der Geschwindigkeiten der 
Ausdruck für die Geschwindigkeit des ersten Vorganges so beschaffen, daß in ihn die für 
den zweiten Vorgang spezifischen Rechengrößen nicht eingehen. Umgekehrt ist die Ge- 
schwindigkeit des zweiten Vo:ganges unabhängig von 7,1 ?1e- 

Ein weiteres Beispiel: In M III ging in die Gleichungen für die Geschwindigkeiten 
jeweils die gesamte ionale Konzentration 7 ein. Vgl. (V, 3ff.). Die Geschwindigkeit des 
Vorganges A + B= C + D wurde also auch durch die Konzentration der Ionen E, F, 
@, H, beeinflußt, die sonst noch vorhanden sind, und zum Beispiel nach der Gleichung 
E+F=G+H reagieren. Die Beeinflussung ist in diesem Beispiel, wie man sieht, 
wesentlich weitergehend, wie im ersten Beispiel. Aber auch hier ist die Geschwindigkeit 
des ersten Vorganges unabhängig von r,, und r,,, während die des zweiten Vorganges von 
den für den ersten Vorgang spezifischen Rechengrößen nicht abhängt. 


Es braucht jedoch im allgemeinsten Fall nicht so zu sein, daß die linke und die 
rechte Seite der Gl. (VIII, 38) identisch verschwinden. Es ist bei Zuständen hö- 
herer Dichte durchaus denkbar, daß die Funktion w;, auch von r;,, die Funk- 
tion uz. auch von r;, abhängig ist, und zwar so, daß die linken und die rechten 
Seiten von (VIII, 38) stets denselben endlichen Wert besitzen, womit dem Inte- 
grabilitätstheorem genügt ist. 

Solange man bei chemischen Reaktionen daran festhält, daß der Zwischenzustand 


für Hin- und Rückreaktion derselbe sei, kann die freie Energie des Zwischenzustandes 
der iten Reaktion von keiner einzigen Rechengröße abhängig sein, was aus (VIII, 1a) 
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Erst wenn der Zwischenzustand für Hin- und Rückreaktion verschieden wird, ist es möglich, 


of \* of\* 

| = F (ty Tev a) = (rye Teas Tn 

wobei gefordert werden muß, daß die so gewählten Funktionen das Integrabilitatstheorem 
so erfüllen, daß die linke und die rechte Seite von (VIII, 38) stets denselben endlichen 
Wert haben. Eine Verschiedenheit der Zwischenzustände für Hin- und Rückreaktion 
. a man sich aber nur schwer vorstellen. Für einigermaßen langsame Reaktionen werden 
die Zwischenzustände für Hin- und Rückvorgang ohne Zweifel zusammenfallen. 


§ IX. Die Onsagersche Theorie*) als erste Näherung der unseren 
A. Allgemeine Theorie 

Wir wollen zeigen, daß unsere Theorie in der Lage ist, die phänomenologischen 
Gleichungen zu liefern, die nach Onsager die Geschwindigkeiten der n in unserem 
System verlaufenden Vorgänge bestimmen und daß sich ferner aus ihr die On- 
sagerschen Relationen zwischen den Koeffizienten der phänomenologischen 
Gleichungen gewinnen lassen. 

Dazu nehmen wir folgende Überlegung vor: 

Setzen wir die Zustandskoordinaten eines beliebigen Zustandes A in (VIII, 1a) 
ein, so erhalten wir für die Geschwindigkeit des ten und des kten Vorganges in 
gekürzter Schreibung. 

Gilat Gada (Gt), =— + (Gada (IX) 

Wir wollen wissen, welches die Geschwindigkeiten des ?ten und kten Vor- 
ganges sind, wenn wir zu einem Zustand A + AA iibergehen, der sich vom Zu- 
stand A nur wenig unterscheidet. Um dies zu erfahren, nehmen wir um den Zu- 
stand A eine Entwicklung nach Taylor vor, die wir nach dem linearen Glied ab- 
brechen. Als Zustandskoordinaten wählen wir die Rechengrößen. Man erhält 


de; 
=—(Gii)a+ (Gix)a 


+ (a ), Ar nf ari, ) Ara ( erie 


), Ar (F Ans —( any ) Ara ( Orns Irn» 


4 
(Guida + (Gr)a | 
Ors ), Ary. Aris + Ari: 
—f Ary. + ) ( ) \ Tne ) 
. 3) Arbeiten zu den Grundlagen dieser Theorie: Onsager, Physic. Rev. 37, 405 (1931); 


Physic. Rev. 38, 2265 (1931); Eckart, Physic. Rev. 58, 919 (1940); Meixner, Ann. 
Physik 48, 244 (1943); Z. physik. Chem. (B) 53, 235 (1943); Casimir, Rev. mod. Physics 
17, 343 (1945); Prigogine, Bull. Acad. roy. Belg. Cl. Sci. (5) 32, 30 (1946); Etude thermo- 
dynamique des Phénoménes irréversibles (Diss.). Paris u. Lüttich 1947; Physica (Den Haag) 
15, 272 (1949); de Groot, L’effet Soret, diffusion thermique dans les phases condensées. 
(Diss.) Amsterdam 1945; Bull. Acad. roy. Belg. Cl. Sc. (5) 36, 413 (1950; Cox, Rev. mod. 
Physics 22, 238 (1950). Vgl. auch die ausgezeichneten Monographien von de Groot, 
Thermodynamics of irreversible Processes, Amsterdam 1951. und Haase, Erg. exakt. 
Naturwiss. 26, 56 (1952), wo sich weitere Literatur findet. 


— V 
(G 
N 
] 
Ga 
ig 
wir: 
weis 
| 
X,- 
wol 
dt 
dt 
de 
di 
| d 
2 
| 
di 
gi 
si 
wa) tr 
si 
it 
T 


10glich, 


1eorem 
llichen 
aktion 
verden 


schen 
serem 
On- 
schen 


1a) 


res in 


[X,1) 


Vor- 
1 Zu- 
Zu- 
| ab- 
rhält 


H.G. Reik: Zur Theorie irreversibler Vorgänge. IV 


Wenn der Zustand A ein Gleichgewichtszustand ist, so verschwinden 
+ (Gila und — (Guida + (Grad 


Sodann gilt = 
Or; / Gleichgewicht /Gleichgewicht 

Da nach den Ausführungen zu Beispiel 1 und 2 im letzten Paragraphen die mre unktion 
G,, in genau der gleichen Weise von 7... 7,1 paar wie die Funktion @,, von 
figs und am Gleichgewicht r,, = - %1 = Tne ist. Am Gleichgewicht können 
wir also die Indices 1 bzw. 2 weglassen und im mlisedo fiir (LX, 3) die gekiirzte Schreib- 
weise benutzen. 


Wenn man noch beachtet, daß nach (VIII, 1 A, 2) 


x,=4() = -4(2) +42), = + Ar; 2; 


wobei die X, die Onsagerschen „Kräfte“ sind, erhält man aus (IX, 2 


(Fy xt + + 


Xx 
or, 


Li2X, 


— = + Ly + t + 


Um uns der Onsagerscken Bezeichnungsweise ganz anzupassen, haben wir hier noch 
die „Flüsse“ J; eingeführt. 


Aus (IX, 3, 4, 5) folgt unter Berücksichtigung von (VIII, 5a) = 
2, (IX, 6) 


Die Gleichungen (IX, 4=5) stellen nichts anderes dar, als die phänomenolo- 
gischen Gleichungen in der an Onsager anschließenden Theorie der irreversibeln 
Prozesse, während (IX, 6) die Onsagerschen Reziprozitäten zum Ausdruck bringt. 

Die phänomenologischen Gleichungen wurden bis jetzt von den Autoren, die 
sich mit irreversibler Thermodynamik beschäftigen, einfach als ‚gegeben‘, ge- 
wissermaßen als Axiome, hingenommen, da sie in sehr vielen Fällen die Beobach- 
tungen gut wiedergeben. De Groot schreibt über sie: 

„Alle erwähnten Phänomene werden durch Gleichungen beschrieben, die als 
„phänomenologisch‘“ bezeichnet werden, weil es empirische Gesetze sind. Sie 
sind jedoch nicht aus einer umfassenden Theorie irreversibler Prozesse abzuleiten. 
In bezug auf sie fehlen bis jetzt allgemeine Gesichtspunkte“. (Übers. d. Verf.) 

Die bisher fehlenden allgemeinen Gesichtspunkte können nun von unserer 
Theorie erbracht werden. 
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Es ist nämlich in M III bemerkt worden, daß das Zeitaxiom eine Erweiterung 
des zweiten Hauptsatzes ist, da es für endliche Zeiten die Gesetze angibt, nach denen 
die irreversiblen Vorgänge ablaufen und für t — co die Formeln für die thermo- 
dynamischen Gleichgewichte liefert, die man bisher aus dem zweiten Hauptsatz 
erhielt. (VIII, 1) stellt dabei den mathematischen Ausdruck für den erweiterten 
Hauptsatz dar. Wie man aus (VIII, 1) ersieht, werden die Geschwindigkeiten durch 
Exponentialfunktionen von Entropiegrößen, also durch Wahrscheinlichkeiten 
bestimmt. Man kann also sagen, daß die Vorgänge um so schneller ablaufen, 
je mehr die Wahrscheinlichkeit im adiabatischen System durch den Ablauf wächst 
und daß der Endzustand des Systems durch den Zustand mit maximaler Wahr- 
scheinlichkeit bestimmt ist. 

Da nun die phänomenologischen Gleichungen nichts anderes darstellen als 
eine erste Näherung unserer Zeitaxiomsgleichungen, die man erhält, wenn man 
diese am Gleichgewicht nach den X, entwickelt und nach dem linearen Glied 
abbricht, so sieht man, daß die dadurch bestimmten Geschwindigkeiten der Vor- 
gänge in hinreichender Gleichgewichtsnähe ebenso einen Ausdruck für das Streben 
nach der maximalen Wahrscheinlichkeit darstellen. Während sich so die phäno- 
menologischen Gleichungen geradeswegs aus (VIII, 1) gewinnen lassen, erkennt 
man, daß die Onsagerschen Relationen (IX, 6) eine Folge unseres Integrabili- 
tätstheorems (VIII, 5a) sind. Letzteres ist aber allgemeiner, denn es gilt, wie man 
aus den Beispielen 1, 2, 3 im letzten Paragraphen ersieht, nicht nur in hinreichender 
Gleichgewichtsnähe, auf die sich natürlich, genau wie die phänomenologischen 
Gleichungen, auch diese Relationen beziehen. 

Auf Grund des Gesagten ist es leicht möglich, zu erklären, warum die phäno- 
menologischen Gleichungen sehr oft eine gut mit der Beobachtung überein- 
stimmende Darstellung der Geschwindigkeiten bzw. der ‚‚Flüsse‘‘ geben, während 
sie in anderen Fällen völlig versagen. 


Das kommt daher, daß je nach Art des betrachteten Phänomens einmal der 
Bereich um das Gleichgewicht, der den Experimenten zugänglich ist, verschieden 
sein kann. Zum zweiten kann die Entwicklung unserer Zeitaxiomsgleichungen 
um das Gleichgewicht mehr oder weniger gut konvergieren. Ist bei vergleich- 
barer Konvergenz der Entwicklung der experimentell zugängliche Bereich klein, 
oder ist bei vergleichbaren Bereichen die Konvergenz der Entwicklung gut, so 
ist der Fehler, der durch das Weglassen quadratischer und höherer Glieder in der 
Entwicklung nach den Kräften X, gemacht wird, klein und mag noch innerhalb 
der Fehlergrenze der kinetischen Messungen liegen. In diesem Fall sprechen wir 
von „hinreichender Gleichgewichtsnähe‘“. 

Befinden wir uns aber nicht mehr in hinreichender Gleichgewichtsnähe, so 
ist der durch das Weglassen höherer Glieder in der Entwicklung entstandene 
Fehler beträchtlich und die phänomenologischen Gleichungen liefern ein völlig 
verkehrtes Bild vom Sachverhalt. 


So ist zum Beispiel bekannt, daß bei chemischen Reaktionen der den kineti- 
schen Experimenten zugängliche Bereich größer ist als der, in dem die Entwicklung 
so gut konvergiert, daß beim Weglassen höherer Glieder kein nennenswerter 
Fehler entsteht. Die phänomenologischen Gleichungen geben daher, wenn sie 
trotzdem auf den gesamten, den Messungen zugänglichen Bereich angewendet 
werden, eine falsche Beschreibung der Geschwindigkeiten, während, wie wir in 
M II und M III sahen, die exakten Zeitaxiomsgleichungen die Geschwindigkeiten 
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"mo 
satz also auf das Gebiet, auf das die Onsagersche Theorie mit Erfolg angewendet 
rten werden kann, fiihrt unsere allgemeine Theorie weiter. Wie man aus (IX, 4, 5) 
ırch ersieht, sind die Koeffizienten L,, partielle Ableitungen der Funktionen @. Diese 
iten sind aber Funktionen der Zustandskoordinaten unseres Systems und können, 
fen, wie man aus $ VIII, Beispiel 1, 2, 3, entnimmt, relativ leicht explizit angegeben 
chst werden. 
thr- Damit kennen wir aber auch die L;,, als Funktionen der Zustandskoordinaten 
Insbesondere ist es uns, wie auch die folgenden Beispiele zeigen werden, möglich, 
als Aussagen über das Größenverhältnis der einzelnen Koeffizienten zu gewinnen, 
nan mit anderen Worten, zu sehen, welche „Kräfte“ die ‚Flüsse‘ vorwiegend beein- 
lied flussen. 
eas Diese Möglichkeit, aus den stofflichen Eigenschaften eines Systems die Koeffi- 
ben zienten Z,, zu bestimmen, stellt gegenüber der Onsagerschen Theorie einen 
no- Fortschritt dar. Dort kennt man nur die Relationen zwischen den Koeffizienten. 
nnt Jeder einzelne Koeffizient muß aber im Prinzip durch kinetische Messung be- 
jili- stimmt werden. 
u B. Anwendungen 
der Wir greifen nochmals auf die in $ VIII besprochenen Beispiele zurück. Wir 
1en entwickeln die dort aus den Zeitaxiomsgleichungen und dem Integrabilitäts- 
theorem gewonnenen vollständigen Geschwindigkeitsgleichungen nach den ,, Kraf- 
no- ten‘ und brechen nach dem linearen Glied ab. Wir sehen, wie die Z,, von den 
in- Zustandskoordinaten abhängen, und daß die Onsagerschen Relationen erfüllt 
nd sind. 
Beispiel 1 
x“ Wir spezialisieren (IX, 4 — 5) auf unseren Fall und erhalten 
. ogy ag) 
in, dn if 0G, 0G, Y 
so at 
ler Wegen der Definition der Rechengrößen vgl. (VIII, 10), wobei zu beachten ist, daß 
Ib ri = Ty = 7;, da die Entwicklung um das Gleichgewicht vorgenommen wird. Le 
rie Dabei gilt: 
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Reaktionen im gesamten Bereich in ausgezeichneter Uberein- 
er Erfahrung darstellen. 


Aber selbst, wenn wir uns auf „hinreichende Gleichgewichtsnihe“ beschränken, 
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F.T TFı/kT, 
(IX, 10) 
TRF, 2kT., 3FkTı/2kT, 
=J,=—— | ——— | 
am v am 


Wie man sieht, ist die Onsagersche Relation L,, = 1, 
erfüllt. 

Beispiel 2*) ergibt nach analog zu führender Be- 
rechnung nebenstehende Gl. (IX, 11). Man sieht daraus, 
daß Ly; = Lu; La = La; Le = La = 9. 

Die ersten beiden Relationen entsprechen einem nicht 
trivialen Erfülltsein des Integrabilitätstheorems, während 
die letzte Beziehung der Ausdruck für die triviale Er- 
füllung ist. 

Man sieht aus Beispiel 2, daß die Geschwindigkeit 
für die He-Überführung von der „Kraft“ X, für die Ar- 
Überführung unabhängig ist und umgekehrt. 

L 


L 49 
Bildet man in Beispiel 1 das Verhältnis =" und i” 


12 428 
sieht man, daß Ly, > Lis; Lei > La, Das heißt, daß sowohl die 
Geschwindigkeit der He- wie der Energieüberführung vor- 
wiegend von der „Kraft’” X, für die Materieüberführung beein- 
flußt werden. Das entspricht durchaus unseren früheren Aus- 
führungen, denn wir hatten in $ VIII gesehen, daß für beide 
Vorgänge die Wahrscheinlichkeiten des He in den beiden Ge- 
fäßen geschwindigkeitsbestimmend sind 


Beispiel 3 


Wir greifen nochmals auf den Fall der chemischen 
Reaktionen) zurück, um an einem einfachen Beispiel zu 
zeigen, daß der Onsagersche phänomenologische Ansatz 
hier nicht auf den gesamten, den Experimenten zugäng- 
lichen Bereich angewendet werden darf. 

Wir gehen dabei so vor, daß wir für die betrachtete 
chemische Reaktion zunächst die exakte Zeitaxioms- 
gleichung angeben, die die Geschwindigkeit der Reak- 
tion im gesamten Bereich zutreffend beschreibt. Diese 
entwickeln wir dann um das Gleichgewicht nach den 
„Kräften“ X,, wobei wir nach dem ersten Glied abbrechen. 

Diese Entwicklung ist aber nichts anderes als die 
Onsagersche phänomenologische Gleichung für die Reak- 
tionsgeschwindigkeit. Wir vergleichen dann die Geschwin- 


4) Zu den Beispielen B, 1, 2, vgl. de Groot, J. Physique 
Radium (8) 8, 188 (1947); C. R. hebd. Séances Acad. Sci. 225, 
174 (1947); Physica (Den Haag) 13, 555 (1947); 16, 421 (1950); 
Prigogine, I. ¢. 2. 

5) Zu den chem. Reaktionen vgl. Prigogine, 1. c. 2; 
Prigogine u. Géhéniau, C. R. hebd. Séances Acad. Sci. 
222, 1085 (1946); De Donder, Bull. Acad. roy. Belg. Cl. Sci. 
23, 685, 770, 986 (1937); 24, 15 (1938). 
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digkeiten, die uns die exakte Gleichung und der phänomenologische Ansatz 
für die Zeit t = 0, also für die weiteste Entfernung vom Gleichgewicht geben. 

Es sei ein System gegeben, in dem n chemische Reaktionen ablaufen können. 
Beschränken wir uns auf den Bereich der Gase und der verdünnten Lösungen, so 
sehen wir aus $ VIII, daß die Geschwindigkeit der iten Reaktion nur von den für 
diese spezifischen Rechengrößen r;, und r;, abhängt. Das bedeutet aber, daß wir 
für die Geschwindigkeit irgendeiner der n Reaktionen die Gleichungen über- 
nehmen können, die wir in M II und M III angegeben haben. 

Die ite Reaktion bestehe in der Racemisierung einer optisch aktiven Substanz 
mit einem Asymmetriezentrum 


i—A == a— 4. 
Für diese Reaktion setzen wir (IV, 8a, 8b) an ‘ 
ft_a(T, (7,1) Sa—A(T, Ca_a) (7,1) 
de, RT RT | 7 
dt h 
ft_A(T,1)-4* (7,1) faa (7,1) (IX, 12) 
€ Ca-A 


Da die optischen Antipoden sich in den in die thermodynamischen Funktionen 
eingehenden physikalischen Eigenschaften gleich verhalten, gilt Doss 


fh-a(T,1) = fa-a(T, 1) =f (T, 1). 
Man sieht also, daß Gleichgewicht erreicht ist, wenn &,_ 4 = C4- 4 = € (überstrichene 
Konzentrationen bedeuten Gleichgewichtswerte). Man kann (IX, 12) noch etwas 


umschreiben: 
(7,1)-1* (7,1) JT,1)-F*(T,1) 
do 


Rr (¢+A)—e #r (IX, 13) 


dabei ist: 4 = ¢ +A; @-a=c—L. 
Wir entwickeln nun (IX, 12) um das Gleichgewicht und brechen die Entwick- 
lung nach dem linearen Glied ab. 
Da die Geschwindigkeit der iten Reaktion nur von den fiir sie charakteristischen 


Rechengrößen abhängt, erhält man inden N NIIT nur Diagonal- 
glieder. 


de,_4 r 
> (IX, 14) 
Die Rechengrößen für den iten Vorgang sind: 
(T,1) (T,1) 
Rin + A); 


c Cc 


damit erhalt man: 
f*(7T,1)-F (7,1) 
deu 


f*(T,1)-f(T,1) 


RT R) In“ 2 (IX, 16) 
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Das Zeitaxiom liefert uns als Wert für den Onsagerschen Koeffizienten L,, 
17,6) 


Es soll nochmals darauf hingewiesen werden, daß die Onsagersche Theorie 
nicht in der Lage ist, über die Koeffizienten eine Aussage nach Art von (IX, 17) 
zu machen, die über die Reziprozitätsrelation hinausgeht. 

_ Nehmen wir nun an, daß bei Beginn des Experiments die Konzentration 
Cj. a = 1 Mol pro Liter, die Konzentration c;_ 4 = 0 sei, so sehen wir, daß Gleich- 
gewicht für c—= % erreicht wird. Die exakte, aus dem Zeitaxiom abgeleitete 
2 _ Geschwindigkeitsgleichung (IX, 12) bzw. (IX, 13) gibt uns für die Geschwindigkeit 


zu Beginn des Versuches 

#* (P,1)-F (1.1) 


während die phänomenologische Gleichung (IX, 16) für die Anfangsgeschwindig- 


( dt /t+0 


liefert. Dieses Ergebnis ist falsch. Man sieht, daß es nicht erlaubt ist, (IX, 12) 
so wie geschehen zu entwickeln, sondern daß man die exakten Zeitaxiomsgleichun- 


keit 


(IX, 19) 


Br = zur Beschreibung der Geschwindigkeiten verwenden muß. 


A 
Wenn wir (IX. 16) nach = entwickeln und die Entwicklung des Logarithmus nach 


dem linearen Glied abbrechen, so erhalten wir 


(7,1) 
ya 

_ Diese Gleichung ist mit der exakten Gl. (LX, 13) identisch! Da Onsager in seiner ersten 
Arbeit von einem phänomenologischen Ansatz (1X, 14) ausgehend zu einer (IX, 16) ana- 
logen Gleichung gelangte, die ihm nach der beschriebenen Entwicklung des Logarithmus 
 (IX,20) ergab, glaubte er, aus diesem Ergebnis die Berechtigung seines phanomenolo- 
gischen Ansatzes herleiten zu können. Dem ist aber nicht so. Es geht nicht an, die Ent- 

wicklung des Logarithmus nach dem linearen Glied abzubrechen und die so erhaltene 
_ Naherung bis zu Werten von J = ¢ zu benutzen. Vgl. (IX, 16) und (IX, 20). : 


Wir betrachten wieder ein System, in dem n Vorgänge möglich sind und fragen 
nach den Geschwindigkeiten der einzelnen Abläufe. Wir wollen annehmen, daß 
uns die Geschwindigkeiten sämtlicher Vorgänge für einen Nichtgleichgewichts- 
zustand A bekannt seien. Wie ändern sich die Geschwindigkeiten der einzelnen 
Vorgänge, wenn wir zu einem Zustand A + AA übergehen, der vom Zustand A 
nicht wesentlich verschieden ist. 

Wenn wir nichts vom Zeitaxiom wissen, so liegt es eigentlich nahe, es mit 
einem Ansatz folgender Art zu versuchen: 


§ X. Neue Relationen 
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Dabei sind die Kräfte jetzt in derselben Art auf den Zustand A bezogen, wie sie 
sich vorher auf den Gleichgewichtszustand bezogen. Werden alle „Kräfte“ null, 
d.h. befinden wir uns im Zustand A, so wird (X, 1) zur Identität. 


Wie man aber aus (IX, 2) erkennt, ist der Ansatz (X, 1) nicht statthaft, da 
außerhalb des Gleichgewichts 


ke 


(IX, 3) gilt nur am Gleichgewicht. 
Zeitaxiom und Integrabilitätstheorem verlangen, daß man in diesem Fall 


folgende Gleichung für die Geschwindigkeit ansetzen muß. Be 
2 
(X 3) 


Wie man durch Vergleich von (IX, 2) und (VIII, 5a) erkennt, bestehen fol- 
gende Relationen zwischen den Koeffizienten: 


(X, 4) 


Man sieht also, daß man auch bei Entwicklungen um Nichtgleichgewichtszustände 
Relationen zwischen den Koeffizienten erhält, allerdings nicht die Onsager- 
schen, die nur für Entwicklungen um das Gleichgewicht möglich sind. 


Beispiel. 

Wir betrachten $ VIII, Beispiel 1. Der Zustand A sei dadurch charakterisiert, daß die 
Zustandskoordinaten in einen Gefäß 7’, und v,, im anderen 7', und v, sind. 

Welches ist die Geschwindigkeit des Effusions- und des Energieüberführungsvorganges, 
wenn die Zustandskoordinaten im ersten Gefäß 7, + AT), v, +4 v,, die im zweiten 
T, + AT,, v2 + Av, sind ? 


= 
Man erhält: 
FT, FT, 1/2 KT, FT, 
vY2nmkT, 1 % (X, 5) 
du ks  FT,,/2k7, 
(3 27 | 2am a | | Ary 
FT ,ı/®KT, /2kT, kT /2kT, 
| am v | am Vp | am Ars 


Man erkennt leicht das Erfülltsein der neuen Reziprozitäten. 


B. Wir gehen einen Schritt weiter und entwickeln die Geschwindigkeit in 
einem System, in dem zwei Vorgänge möglich sind, nach Potenzen von Ar;, und 
Ar;,, brechen die Entwicklung aber erst nach dem quadratischen Glied ab. Man 


= 
7 
| 
> 


de, _ 
dt 
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+ Guda— Ara + (>) An Arm + Ar 


Ory, 4 


5 (Far), (Arad? (Ara) (Ar) — Ara)? 


Ty 2 
eG 1 
or?, ) Ary»)? An) (Arse) + 3 (“rs Dr (Ares) 
0@ 0G /e G oG., 
—(Gu)a + Arn + Ara (Fe) Ara + (G8) 4 
( + ( A ( ory / A Ary, ( A \ a 4 


Örgg 


; (5 Gu 2), (Ar) — (= ) (Ary) (Ara) — (Arz,)? 


1 Og, / A 2 \ or 


+7 (>), (Arye)? + (Arye) (Ara) + 


CT A 


Wir schreiben (X, 6, 7) noch etwas um: 


—(Gy)at+ (Gi2)4— Irı 4 InArg— Ly, Li Ares 
Lin (Ar)? — Lin (Ary) (Ars) (Ars)? 
+ 5 hin (Ars)? + Dita (Arı.) (2 Ir.) + 32 (Ar)? 


Ly Any, + L 


, 1 
> Lau (At)? — Lane (Ary) (Ars) — (Ara)? 


1 ” 1 ” 9 
+ Lay + (Ary2) (Aree) + (Aree)? 


Nach dem Integrabilitätstheorem gelten zwischen den Koeffizienten die Rela- 


tionen (IX, 4). Außerdem bestehen noch folgende weitere Beziehungen: 


Ln= 


OF 
PrY 
2G, 


OTe, Cr, Ory Cry CP ON Cr yg Cr yg 


[73 
OP gg Öfgg Orya 
2 
OG, 


= (X, 10) 
” our ” 
= Zu; Lie = = 


211: 


Man kann den hier besprochenen Fall leicht auf Systeme verallgemeinern, in 
denen nicht nur zwei, sondern rn Vorgänge verlaufen können. 

Man sieht, daß das Integrabilitätstheorem uns für den Fall einer erst nach dem 
quadratischen Glied abbrechenden Entwicklung nach Ar;, und Ar;, neue Rela- 


_ tionen gibt. Würden wir die Entwicklung nach noch höheren Potenzen fortsetzen, 


so hätten wir auch wieder neue Relationen zu erwarten. 

Man sieht gerade an diesem Beispiel sehr gut, daß uns das Integrabilitäts- 
theorem mehr liefert, als die Onsagerschen Relationen. Das Integrabilitäts- 
theorem macht also über die gegenseitige Beeinflussung der einzelnen Vorgänge 
wesentlich zwingendere Vorschriften, als die Onsagerschen Relationen dies tun. 
Das kommt daher, daß die Onsagersche Theorie sich auf Gleichgewichtsnähe be- 
schränkt, während die Aussagen des Integrabilitätstheorems sich auf jeden beliebi- 


gen Nichtgleichgewichtszustand A beziehen. 
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$XI. Vergleich zwischen der Onsagerschen Theorie und der Zeitaxiomstheorie 


Über die Beziehungen zwischen der an das Zeitaxiom anschließenden Theorie 
irreversibler Prozesse und der Onsagerschen ist zusammenfassend folgendes 
zu sagen: 

Wenn die Vorgänge so verlaufen, daß in unserem System jederzeit die Werte 
der Zustandskoordinaten für jeden Ort des Systems angebbar sind, so stellen die 
Gin. (VIII, 1) (Zeitaxiom) und (VIII, 5) (Integrabilitätstheorem) die Zeitgesetze 
in Systemen dar, in denen n Vorgänge verlaufen können. 

Die Entwicklung von (VIII, 1) nach den ‚Kräften‘ X, um das Gleichgewicht 
nach Taylor liefert, wenn man nach dem linearen Glied abbricht, die phänome- 
nologischen Gleichungen Onsagers, während das Integrabilitätstheorem für 
diesen Fall das Erfülltsein der Reziprozitätsrelationen. garantiert. 

Als Entwicklung von (VIII, 1) mit Abbruch nach dem linearen Glied haben 
die Onsagerschen phänomenologischen Gleichungen naturgemäß eine kleinere 
Anwendungsbreite wie die Zeitaxiomsgleichungen. Die Anwendungsbreite ist 
durch die Konvergenz der Entwicklung bestimmt. Über diese können wir Aus- 


sagen machen, wenn wir die zu entwickelnde Funktion = aus (VIII, 1) ermittelt 


haben. 

Wir können. also sagen, wann die phänomenologischen Gleichungen die Ge- 
schwindigkeiten. in guter Übereinstimmung mit den Experimenten wiedergeben 
und wann nicht. 

Wir führen das Beispiel der chemischen Reaktionen an, die von unserer Theorie 
in ihrem zeitlichen Ablauf richtig beschrieben werden, von der Onsagerschen 


. aber nicht. 


Beschränken wir uns auf das Gebiet, indem die Onsagersche Näherung mit 
Erfolg angewendet werden kann, so sehen wir, daß das Zeitaxiom uns Aussagen über 
die Entwicklungskoeffizienten Z,, macht, die aus der Onsagerschen Theorie nicht 
gewonnen werden können. Wir können so z.B. sagen, ob Entwicklungskoeffi- 
zienten verschwinden, bzw. viel kleiner sind wie die anderen, mit anderen Worten, 
wir können sehen, welche „Kıäfte‘‘ die Geschwindigkeiten oder ‚Flüsse‘ vor- 
wiegend beeinflussen. 

Wir können die aus dem Zeitaxiom folgenden Geschwindigkeiten auch um be- 
liebige Nichtgleichgewichtszustände entwickeln. Die Entwicklungen sind aber 
keine Onsagerschen, denn es ist unmöglich, um Nichtgleichgewichtszustände 
nach den Kräften X, zu entwickeln. Die Entwicklungen um Nichtgleichgewichts- 
zustände sind nach Ar;, und Ar;, vorzunehmen. 

Man erkennt, daß für diesen Fall neue Relationen zwischen den Entwicklungs- 
koeffizienten gelten. Auch wenn man in der Entwicklung nach Ar;, und Ar;, erst 
nach den quadratischen Gliedern abbricht, erhält man aus dem Integrabilitäts- 
theorem neue Relationen. 

Das Integrabilitätstheorem liefert aber mehr, als nur Aussagen über Beziehungen 
zwischen Entwicklungskoeffizienten. 

Es zeigt, daß zur Beschreibung des zeitlichen Ablaufes von n Vorgängen, die 
zu einem System gehören, eine einzige Integralfunktion F genügt und daß die 
Geschwindigkeiten der einzelnen Vorgänge lediglich Ableitungen dieser Integral- 
funktion sind. Wie man ersieht, hat unsere Theorie eine größere Anwendungs- 
breite als die Onsagersche. Sie vermittelt auch einen tieferen Einblick in das 
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Wesen der irreversiblen Vorgänge, indem sie zeigt, daß die Geschwindigkeiten 

irreversibler Vorgänge durch die Wahrscheinlichkeiten des Ablaufs bestimmt 


zu Gute. 


Druckfehlerberichtigung zu MI und M II. 


MI S. 273 2. Gl. von oben lies .“.. statt 
Cx; cv 


Gl. (II, 10) lies 
S. 279 Im Nenner v. (III, II) lies © -—- sti — ; de 
A 4 


In der auf (111. 12) folgenden Gl. lies Cr. Ps usf. statt Ws = 


Qa Ba 
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Inhaltsübersicht 


Die Einschwingvorgänge der Orgelpfeifen unter dem Einfluß einer akustischen 
Vorerregung werden mit der Methode der Laplacetransformation behandelt, zu- 
nächst unter Zugrundelegung einer vereinfachten elektrischen Modellschaltung. 
Ein genaueres Eingehen auf den Mechanismus der Schwingungserzeugung liefert 
dann die exakten elektrischen Modelle der Zungen- und Lippenpfeifen, deren 
Einschwingvorgänge in Analogie zu regeltechnischen Problemstellungen behandelt 
werden. 


Es ist vom praktischen Orgelspiel her bekannt und durch experimentelle Unter- 
suchungen von Trendelenburg und Mitarbeitern!) nachgewiesen, daß die 
Orgelpfeifen besser ansprechen, wenn in der Orgel durch vorangegangene Klang- 
erzeugung eine „akustische Vorerregung‘“ existiert. Ähnlich wirkt die Hinzu- 
nahme schnell ansprechender Zusatzregister der höheren Frequenzbereiche zu 
einer grundtönigen Klangmasse, deren Einschwingvorgang dadurch verkürzt 
wird. Diese oft unbewußt bleibenden Vorgänge sind für das praktische Orgel- 
spiel von entscheidender Bedeutung. Im folgenden soll die Rolle der akustischen 
Vorerregung mathematisch geklärt werden. Dabei soll auf die unten zitierte: 
Arbeit?) zurückgegriffen werden. 

Es sei zunächst bemerkt, daß die Beschleunigung des Einschwingvorganges 
durch „‚Vorerregung‘‘ vom rückgekoppelten Sender her bekannt ist, Hier hängt 
die Schnelligkeit des Einschwingens ebenfalls sehr davon ab, ob das Gitterpotential 
der Senderöhre ursprünglich in Ruhe war oder ob eine elektrische Vorerregung 
des Gitters vorlag. Es ist verständlich, daß der Einschwingvorgang durch eine 
Vorerregung derselben Frequenz besonders stark beschleunigt werden kann, 
jedoch genügt zur Beschleunigung des Einschwingvorganges im Prinzip irgend- 
ein Spannungsverlauf am Gitter, der auch nichtperiodisch sein darf. Vermeidet 
man künstlich erzeugte Störspannungen des Gitters vollständig, so genügen die 
Stromstöße des Schroteffektes, um den Einschwingvorgang in Gang zu bringen. 
Eine früher viel benutzte sehr empfindliche Rundfunkempfangsschaltung beruht 
auf dem schnelleren Anschwingen einer Rückkoppelungsschaltung unter dem 
Einfluß des aus der Antenne kommenden Signals, auf das zweckmäßigerweise 
die Frequenz des Senders abgestimmt wird. 


ail F, Trendelenburg, F. Thienhaus u. E. Franz, Akust. Z. 1, 59 (1936); 3, 7 
(1938). 

*) H. Danzer, Ann. Physik 10, 395 (1952). Zurückverweisungen auf diese Arbeit 
werden im folgenden durch A(Z) gekennzeichnet, wobei Z die betreffende Gleichungs- 
nummer bedeutet. 
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Zur mathematischen Behandlung des Problems im Hinblick auf die Beein- 
flussung des Einschwingvorgangs der Orgelpfeifen bedienen wir uns zunächst des 
elektrischen Modelles Abb. 1, in der der offene Resonator durch eine am Ende ge- 
schlossene elektrische Leitung ersetzt ist. Eine mehr ins einzelne gehende Theorie 
wird weiter unten gegeben werden. Die Anfachung der Schwingung erfolgt durch 
den negativen Widerstand — r, der dem Dämpfungswiderstand w der Leitung par- 


+ 


allel geschaltet ist und als Ersatz einer Rückkoppelung dienen kann, über die der 
Strom J von der Schwingkreisspannung V beeinflußt wied. r ist also definiert 
durch die Riickkoppelungsbedingung ; 


J=—. (1) 
In komplizierteren Fällen, z. B. bei der weiter unten betrachteten Zungenpfeife, 
wo die Zunge selbst ein schwingungsfähiges System darstellt, ist die Propor- 
tionalität zwischen J und V durch eine allgemeinere Beziehung zwischen Span- 
nung und Strom zu ersetzen. Außerdem kann der Strom noch von einer äußeren 
Störspannung E abhängen, die in den Gitterkreis eingelagert wird und in Abb. 1 
berücksichtigt ist. Wir wollen im folgenden annehmen, daß der Strom J über die 
Rückkoppelung von der Spannungssumme V + E bestimmt ist. Unter den zahl- 
reichen möglichen Verknüpfungen stellt die Proportionalität zwischen Spannung 
und Strom einen besonders einfachen Spezialfall dar, den wir zunächst betrachten 
wollen: 


V+E 


r 


(2) 
In A wurde die Beziehung zwischen der Spannung am Schwingkreis im Beob- 
achtungszeitpunkt ¢ und der zeitlich zurückliegenden Stromverteilung J(t’) durch 
eine Integralgleichung dargestellt: 


Vit) = J (t)’ f(t—t’) dt’. (3) 


Das Integral summiert alle Spannungsverläufe J(t’) dt’ f(t—t') auf, welche die 
einzelnen Elektrizitätsmengen J(t') dt’ an den u des Kondensators zur 
Zeit t erzeugen. Wie in A (7) gezeigt wurde, ergibt sich durch Fourierentwick 
lung der einzelnen Stromimpulse (p = 7 w) 


+i00 


S dp. 
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Abb. 1. Vereinfachte elektrische Modellschaltung der Orgelpfeifen ; E 
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eein- R(p) ist der komplexe Wechselstromwiderstand zwischen den Klemmen 
des des Kondensators (ohne Berücksichtigung des „negativen Widerstandes“ — r). 
© ge- Es soll nun die Integralgleichung (3) für irgendeinen Störspannungsverlauf 
eorie E(t’) gelöst werden unter der Voraussetzung, daß das System zur Zeit 
urch t—=0 noch vollkommen in Ruhe war. 
par- Zur Gewinnung einer unter dieser Voraussetzung allgemein gültigen Lösung 
stellen wir die drei Funktionen V (t), J (t’) und H(t’) in der Laplaceschen Form dar 
e+i00 oo 
‚W=,.. S g(pertdt Vit)e (5) 
„_ioo 0 
c+ 100 00 
= J h(p)e? ‘dt h(p) = f J dt’ (6) 
._ijoo 0 
1 c+i00 oo 
J e(p)ertdt e(p) = f dt. (7) 
e-i00 0 


Durch Anwendung des Faltungssatzes auf (3) unter Berücksichtigung von (4) 
ergibt sich sofort 


g(p) = h(p) RIP). (8) 
der Die Rückkoppelungsbedingung (2) liefert außerdem oo wo ar 
iert 
1 
(9) 
(1) Aus (8) und (9) folgt Era Do 
e(p) 
ife, g(p = (10) 
= Also ergibt sich aus (5), (6), (8) die gesuchte Lösung von (3) in der Form 
e(ple 
1 2ni | rR (p) — 1 (11) 
hl- J rn c+i00 t 
€-100 
wobei ¢(p) durch (7) gegeben ist. Der Integrationsweg ist so zu wählen, daß er 
(2) alle Singularitäten, die von e(p) und den Nullstellen des Nenners herrühren, links 
2 liegen läßt. 
we Wir bezeichnen die Singularitäten von e(p) mit p, und die zugehörigen Residuen 
mit ¢, 
De(p) dp. (13) 
3) 2ni p 
Die Nennersingularitäten P, sind durch die Bedingung 
R(P,)=r (14) 
festgelegt. Der Residuensatz liefert dann aus (11) und (12), wenn im Nenner ent- 
wickelt wird: 
) ; 2=p—P, (15) 
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die Lésung des Problems in folgender Form 


= 


ay eP,t A, ePyt 


wv 
— 
v v 


I(t) = Eb, + 
v v 


&, 


rR (p,) —1 = (p,) —1 
e(P,)-B, e(P,)- (P,) 


r 
1 5 
AR! 
( dp 
Das letzte Integral konvergiert, weil wir im Falle der Einschwingvorgiinge den 
Realteil der P, als positiv betrachten können. Andernfalls muß e(p) nach (7) 
bestimmt und dann erst p durch P, ersetzt werden. 
Die komplexen Frequenzen P,, die in der Nähe der Eigenfrequenzen 2, liegen 


werden, können zweckmäßigerweise nach folgendem Verfahren ermittelt werden. 
Nach (14) ist 


e(P,)— [ Et) ar. 


(P, 

und es gilt 
R! (m) = 0. 


Die letzte Gleichung ist die Definition der Eigenfrequenz 2, des Resonators, 
die nahe bei P, liegt, so daß durch Subtraktion der letzten Gleichungen mit guter 
Annäherung folgt (mit der Definition (19) für ß,) 

(20) 
Zur Berechnung der P, müssen also die Eigenfrequenzen x, und die Größen ß, 
bekannt sein. Die Eigenfrequenzen z, sind komplex, wegen der Dämpfung der 
Leitung mit einem Parallelwiderstand w vgl. Abb. 1. Bleibt dieser Widerstand 
weg, so stellen sich die ungedämpften Eigenfrequenzen x” ein, die definiert sind 
durch 

(20a) 

wobei (vgl. Abb. 1) 


+> =0, (20b) 


Die gedämpften Eigenfrequenzen erfüllen also die Bedingung 


wenn w, die Dämpfung der Eigenfrequenz w, verursacht. Durch Subtraktion 
von (20a) und (20b) ergibt sich im Falle geringer Dämpfungganz analog wie bei (20) 


so daß mit (20) folgt: Rn 
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Damit sind die P, auf die Kenntnis der Größen ß,®) und der ungedämpften Eigen- 


frequenzen zt,’ des Systems zurückgeführt. 

Es unterliegt keinem Zweifel, daß das elektrische Modell Abb. 1 zu einfach 
ist, um den komplizierten Vorgängen innerhalb der Pfeifen gerecht zu werden. 
Im folgenden geben wir zunächst eine mehr detaillierte Be- 
handlung der Zungenpfeife, deren Schema aus Abb. 2 ersicht- 
lich ist. Wir wollen annehmen, daß die Ruhestellung der 
Zunge den Durchtritt eines stationären Luftstromes gestattet. 
Gerät die Zunge in Schwingungen, so überlagert sich dem 
stationären Luftstrom eine Wechselstromkomponente, ähnlich 
wie das auch bei den Elektronenröhren der Fall ist. In unserer 
Betrachtung spielt natürlich nur diese Wechselstromkomponente 
eine Rolle, die wir mit J bezeichnen wollen. Unter der Strom- 
stärke sei hier generell das Produkt aus Geschwindigkeit und 
jeweiligem Querschnitt verstanden. ~ 

Der Strom J tritt nach Abb. 2 zuniichst in die Kammer C 
und gelangt dann in den Luftresonator. Bezeichnen wir speziell 


den Strom am Eintritt des Resonators mit Jres und den Druck | | 


in der Kammer mit V, so definiert der komplexe Quotient 


Tes = (P) (21a) an 
den komplexen Wechselstromwiderstand des Resonators. 

Die Berechnung von R(p) soll hier für einen zylindrischen Resonator durchge- 
führt werden, an dessen oberem offenem Ende x = 0 gesetzt wird. Dem unteren 
Ende in der Nähe der Zunge möge x = | entsprechen. Die Dämpfung des Reso- 
nators werde zunächst vernachlässigt. \ 

Das Geschwindigkeitspotential in der Röhre hat dann die Form 


yp =A sinkxe' 


Die Geschwindigkeit v und der Druck V folgen in bekannter Weise durch Diffe- 
rentiation: 


x a 
iz a 


der beiden letzten Gleichungen 


3) Bei der praktischen Berechnung der ß, aus der Definition (19)kann P, durch 2”) er- 


setzt werden. 


7 
(16) 
(17) 2 
(18) 
(19) 
den 
(7) 
ven 
7 7 
x 
ITS, 
ter 
20) 
B, 
ler 
nd 
nd 
a) 
= 
ie 
so daB folgt: 
= 
0) ors in der Nähe der Zunge ergibt sich durch Division 
1) 
| 
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wobei die positive Geschwindigkeitsrichtung nach ,,unten** weist. Betrachten wir 
zweckmäßigerweise Geschwindigkeiten, die nach ,,oben“ gerichtet sind, als positiv 
und verstehen unter Q den Querschnitt des zylindrischen Pfeifenrohres, so ergibt 
sich nach unserer Definition der Stromstärke J = Q-v 


V toc 
Rres(P) = = tekl. 


Beriicksichtigt man die Dämpfung, so ist am unteren Ende des Pfeifenrohres ein 
Dämpfungswiderstand w parallel zu zu schalten. Es folgt dann a 
1 
Riles = —i kl. (22) 
Die ‚Kapazität‘ der mit C bezeichneten Kammer (vgl. Abb. 2) sei dadurch 
definiert, daß der in die Kammer fließende Luftstrom J, der zur Erhöhung des 
Druckes V Anlaß gibt, dargestellt sei durch 


Je=c#. 


Die Kontinuität der Strömung führt dann auf 
J= Jo + J Re 


Berücksichtigt man die Definition (21a) für R(p), so ergibt sich fiir den komplexen 
Quotienten von Druck und Strom (mit p = io) a 


1 
pC + Res (P) 

Im elektrischen Ersatzschaltbild, in dem der Druck durch die elektrische Spannung 

zu ersetzen ist, überbrückt also der Kondensator C' den Eingang der Leitung (vgl. 

auch Abb. 1). Bei kleinen Frequenzen kann von der Existenz dieses Kondensators 

abgesehen werden, was im folgenden geschehen soll. 

Nehmen wir an, daß die Druckschwankungen in der Kammer C klein sind 
gegenüber dem in der Windlade herrschenden Überdruck (der im Falle der Elek- 
tronenröhre der Anodenspannung entspricht), so dürfen wir annehmen, daß zwi- 
schen der Zungenelongation s und der Wechselstromkomponenten J, des von der 
Zunge durchgelassenen Luftstromes ein linearer Zusammenhang besteht. Wir 
setzen also im linearen Teil der ,,Kennlinie“ 


R(p) = 


(23) 
wo S im elektrischen Fall der „‚Steilheit‘‘ der Kennlinie entspricht, und mit f die 
Fläche der Zunge bezeichnet wird. J, darf jedoch nicht mit dem totalen Luft- 
strom verwechselt werden, der in die Kammer C eintritt. Die bewegte Zunge 


J,= 8s, 


mit der Geschwindigkeit — z in Richtung nach der Kammer gibt zu einem zwei- 


ten Wechselstromanteil Jz Anlaß, für den wir setzen wollen 


nit 


“= bei es 


Die 
Or 
(= lin 
2 wi 
in 
d 
( 
s 
» 
] 
( 
u 
f 
Der totale Wechselstrom J, der in die Kammer eintritt, ist also + 
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n wir Die Zungenelongation s ihrerseits ist durch eine Differentialgleichung zweiter 
ositiv Ordnung mit dem auf die Zunge ausgeübten Druck V verknüpft, wenn diese als 


gibt linearer Oszillator mit der Masse m der Reibung r und der Elastizität K betrachtet 
wird: 
ms+rs+Ks=f-V. (24) 
Für periodische Vorgänge folgt aus den beiden letzten Gleichungen a . 
Vmp+rp+K'’ 
(22) Durch Multiplikation ergibt sich daraus der „komplexe Leitwert‘‘ G(p), defi- 
niert durch 
urch es (25) 
in der Form 
R(p) und G(p) bestimmen zusammen die Eigenfrequenzen des Systems Zunge/- 
Resonantor. Wir wollen im folgenden der Einfachheit halber die Dämpfung des 
Resonators und der Zunge vernachlässigen und sehen bei der Berechnung der 
sal Eigenfrequenzen von dem durch die Größe S charakterisierten Steuerungsmechanis- 
u: mus ab. Dementsprechend definieren wir einen Leitwert @,(p) 
Gy (p) f m p (26a) 
der sich von (26) durch das Fehlen des Gliedes mit S unterscheidet. Fiir den 
ung Quotienten aus Beschleunigung 6 und Druck folgt aus (21b) am unteren Quer- 
val. schnitt Q des Pfeifenrohres 
b k 
- cotg kl 
ind Für die Beschleunigung B der Luftteilchen unmittelbar vor der Zunge ist indessen 
ek- der Zungenquerschnitt f maßgebend: 
wi- B 
Vir Ks ergibt sich also 
otg kl. 
v cof 
3) Bedenkt man, daß B mit der Zungenbeschleunigung übereinstimmt, so ergibt sich 
lie andererseits aus der Differentialgleichung (24) für periodische Zustandsänderungen 
ft- 
ge Vo 
: Die Division der beiden letzten Gleichungen liefert die schon von Helmholtz‘) 
r berechneten Eigenfrequenzen w\’ des Systems Resonator/Zunge aus der Be- 
Q —m u +K 
‘ ku. Hermann v. Helmholtz, Lehre von den Tonempfindungen, mathematischer 
Anhang. 


| 
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u Im Hinblick auf weiter unten erhaltene Ergebnisse kann unter Benutzung der Die I 
Definition (26a) für @, die Bedingungsgleichungen (26b) für die Eigenfrequenzen gende 
oe in der Form geschrieben werden 

(HiRes Go) 10) =1 nm = (26) 
ay = Dieselben Überlegungen, die zur Ableitung der Integralgleichung (3) führten, 
können jetzt Auf die schwingende Zunge angewandt werden. Unter g(t— !’) sei 
eine Funktion verstanden, welche die abklingende Strömung darstellt, die sich 
im Anschluß an die Einheit des Druckimpulses, der zur Zeit t’ auf die Zunge Unte 
wirken möge, einstellt, wenn der Resonator weggenommen ist. 
5 Genau wie bei (4) folgt dann durch Fourierzerlegung des Druckimpulses 
1 +i100 
g(t—t’)== f G (p) e? dp (27) Die | 
che! 
mit der Definition (25) fiir G(p). In Analogie zu (3) ergibt sich dann die weitere lie u 
Integralgleichung 
t Si 
-00 
Unter E(t’) sei jetzt ein Druckverlauf verstanden, der als äußerer Stördruck 
neben V(t’) die Bewegung der Zunge beeinflußt. Zu (28) tritt die Integralgleichung 
7 (3) hinzu. Die in (3) und (28) zum Ausdruck 
kommende doppelte Verkopplung von Druck 
ppe PP 
Rip) £ und Strömung ist in Abb. 3 schematisch dar- 
gestellt: Dem Umlaufssinn in Abb. 3 ent- 
Vv sprechend bedingt nach (3) die Strémung J Aus 
den Druckverlauf V durch Vermittlung von 
Glo! R(p), G(p) läßt aus V wieder die Strömung J her- 
vorgehen. | 
Abb. 3. Kopplungsschema der Die Lösung unseres Problems erfordert die di 
Zungenpfeife Auflösung der Intetralgleichungen (3) und (28) 
nach den beiden unbekannten Funktionen V(t) A 
und J(t). Wir verwenden wieder die Laplace-Transformation in der Form (5), _ 
(6), (7). Die Anwendung des Faltungssatzes auf beide Integpalgisichungen (3), 
(28) ergibt auf Grund von (4) und (27) 
i 
g(p)=h(p)R(p) | 
Y ! D 
h(p) = @(p) (g(p) + e(P)) 
mit der Lösung Zu de: 
_&(p) h 9 (p) 30 
Ein Vergleich mit (10) ergibt, daß jetzt in der Lösung (11), (12) r~! durch G(p) ersetzt i 
werden muß. Die Nennerpole P, ergeben sich also jetzt aus der Bedingung ” 
R(P,) G(P,) = 1. 
Die zugehörigen Residuen folgen aus der Entwicklung (z = p— P,) (3: 


= (RE) + 


; 
4 
F 
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Die Lösung unseres Problems hat also auch jetzt die Form (16), jedoch mit fol- 
senden abgeänderten Definitionen für die Konstanten a,, b,, A,, B, 
e, (p,) 
(RG@),, —1 


Unter y, ist hier verstanden (vgl. 31) 

dp /m Py 

Die Größen y, müssen als bekannt angesehen werden. Man wird bei der prakti- 
schen Berechnung der y, aus ihrer een (32b) ohne großen Fehler P, durch 
die ungedämpften Eigenfrequenzen x” aus (26b) ersetzen können. Die zugehörigen 
y, sind im folgenden mit yy bezeichnet. Unter Beriicksichtigung von (37a) er- 
gibt die Berechnung fiir einen Zylinderresonator mit 


1 — 


v 


IH + (1 
Aus (32c) folgt 


„OL. 
negativ für mw, <p» 
(0) 


N, 


: ist positiv fiir wy >> a, 
Zur Berechnung der P, sei zunächst folgendes bemerkt: Nach (26) kann gesetzt 
werden 
G(p) = Go(p) + Gi (Pp) (33) 
Wie bereits ausgeführt wurde, definiert die Bedingung 
(R Go)a, = (35) 


die Eigenfrequenzen P, des Systems Resonator/Zunge, die ohne Mitwirkung 
des Steuerungsmechanismus zustande kommen und wegen der Dämpfung des 


Resonators und der Zunge komplex sind. Die ungedämpfte Eigenfrequenz am 
des Systems erfüllt die Bedingung (in der wir von der Dämpfung der Zunge und 
des Resonators absehen) 


=1. 
(35) kann in die Form gebracht werden: 


| 


der “a 
nzen 
‘ten, > 3 
) sei e(P,) = S E(t')e Pst dt (32a) 
sich v 
inge 
Er 4 
(27) 
tere 
28 
(28) 
uck 
von 
her- 
die 
(28) 
V(t) 
(5), ve 
(3), 
30) 
5 
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Bei geringem Abstand der beiden Frequenzen ergibt sich durch Subtraktion dieser 
beiden Gleichungen unter Benutzung der Definition (32b) für y, 


ay) 
0) 


—% =— 

u, 
Die ungedämpfte Eigenfrequenz 2!” kann aus der Helmholtzschen Bedingun 
(26b) ermittelt werden. Die gedämpften Eigenfrequenzen x, sind also nach (3) 
bekannt. Die komplexen Frequenzen P,, die in unsere Lösung (16) mit den Kon- 
stanten (32) eingehen, können darauf zurückgeführt werden: Nach (33) gilt nämlich 


(RE), = Go (ay) + KR G (7). 
Aus (35) und (34) folgt daraus 
G, (2,) 


(36) 


Berücksichtigt man außerdem (31) und bedenkt wiederum, daß nach (37) auch 
P, und x, nahe beieinander liegen werden, wenn für alle in Betracht kommende 
rt, die Bedingung 

IS|_ 
erfüllt ist, so folgt durch Sitteiletin von (31) und (37) unter ae 
der Definition (32b) fiir y, 


P 0) S S 
y — Wy N —Yr 
v T, 


Unter Berücksichtigung von (36) geht (38) über in 


39 
G, ist aus (34) zu entnehmen. Die Kenntnis der komplexen Frequenzen P, ist 
damit auf die Größen y, und die ungedämpften Eigenfrequenzen u” des Systems 
zurückgeführt. Der Zusatzterm in (39) ist bei kleiner Dämpfung und unter 
Berücksichtigung von (32d) reell und kann deshalb bei hinreichend großer 
„Steilheit“ S Anlaß zu einem positiven Realteil der P, geben. Nach 
(39), (34) und (32d) ergibt sich als Bedingung für die Anfachung der Eigenfre- 
quenz 2, bei vernachlässigbarer Zungendämpfung r, daß y,/n) negativ is. 
Die Anfachungsbedingung ist also 

PSw,>mae?+ (39a) 
Nach (32d) ist hier die rechte Seite fiir alle in Betracht kommenden Frequen- 
zenn, = iw,” positiv. 

Bevor wir zur Diskussion spezieller Stérdrucke E(t) iibergehen, soll gezeigt 
werden, daß die für die Zungenpfeife durchgeführten Betrachtungen bei ent- 
sprechender Änderung der Interpretation der Gleichungen auch zu einer ange 
näherten Behandlung der Vorgänge in den Lippenpfeifen geeignet sind — wenn 
von hydrodynamischen Komplikationen (Wirbelbildung an der Lippe) abgesehen 
werden kann. Die Rolle der ,,Zunge“ übernimmt bei den Lippenpfeifen die schwin- 
gende Luft mit der Masse m, die im Pfeifenaufschnitt zwischen Kernspalt und 


Lae 
2 100 
| Schr 
4 | lame 
die 1 
zustä 
q 2 setze 
Vdu 
: Ezu 
vom 
F | als 
| ist ı 
| sche 
wert 
Al 
„mi 
| die 
7 wei: 
Grö 
Aus 
nun 
und 
4 
\ 


7) auch 
menden 


(37a) 


htigung 


(38) 


(39) 
ystems 

unter 
großer 
Nach 
genfre- 


vi 


(39a) 


equen- 


vezeigt 
ent- 
ange- 
- wenn 
esehen 
shwin- 
it und 


H. Dénzer u. W. Müller: Zur physikalischen Theorie des Orgelspiels 107 


Schneide hin und her pendelt und dabei die aus dem Kernspalt austretende Luft- 
lamelle entweder in den Resonator oder nach außen ablenkt. Unter s sei jetzt 
die nach außen gerichtete Elongation der schwingenden Luft verstanden. Die 
Differentialgleichung (24) bleibt dann für die Bewegung der Luftmasse m weiterhin 
zuständig; im Falle einer freien Schwingung ist in (24) X = Oalsoauch w, = 0 zu 
setzen. Wird die Pfeife von außen akustisch beeinflußt, so ist in (24) der innere Druck 
V durch die algebraische Summe V + E aus innerem Druck und äußerem Stördruck 
Bm ersetzen. In (23) bedeutet jetzt J, den in den Resonator eintretenden Teil des 
vom Blasebalg erzeugten Luftfilmes. Da im Sinn. von (24) die äußere Elongation s 
als positiv gilt, muß jetzt in (23) S als negative Größe betrachtet werden. Die 
Hinzufügung des Faktors f, der jetzt die Fläche des Pfeifenaufschnittes bedeutet, 
it mathematisch belanglos. (23) ist auch für die Lippenpfeifen der einfachst 
mögliche Ansatz. (23a) bleibt erhalten, wenn jetzt Jz die im Aufschnitt herr- 
schende Strömung vertritt. (26) kann also auch für die Lippenpfeifen übernommen 
werden — mit negativem, geeignet gewähltem S und K=0. (26b) geht in 
A (56) über, wenn K gestrichen wird. Durch Vergleich beider Formeln kann die 
„mitschwingende Luftmasse‘‘ m entnommen werden. Größenordnungsmäßig ist 


die Länge der mitschwingenden Luftsäule gleich dem Pfeifenaufschnitt. 


. (0),_(0) » . . . 
Eine Berechnung von y, /z, in (39) ist in einfacher Weise möglich, nach An- 


weisung von (32c). (32c) liefert hier, daß w/m positiv ist und die 
Größenordnung d/l hat, wo d den Durchmesser der Pfeifen und / die Pfeifenlänge 
bedeuten. Bedenkt man, daß nach obigem in (39) für Lippenpfeifen S negativ 
ist, so ergibt sich aus (39) unter Berücksichtigung von (34) als Bedingung für die 
Möglichkeit einer Anfachung der Eigenfrequenz wo,” Dir 
Aus (39c) geht hervor, daß Eigenfrequenzen eo. nur bis zu einer bestimmten Ord- 
nung » anlaufen können. 
Die genauen elektrischen Modellschaltungen, die unserer Theorie der Zungen- 
und Lippenpfeife entsprechen, sind in den Abb. 4a, b) dargestellt. Die Elektri- 


Abb. 4a. Lippenpfeife (S negativ, C — 00) 


on dieser 
(36) 
>dingung 
ach (36) 
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_ 
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- 4b. Zungenpfeife (S positiv) 
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zitätsmenge @, auf die der Kondensator (' aufgeladen ist entspricht jetzt der 
Elongation s in (23), (23a, b) und (24). Die entsprechenden elektrischen Glei. 


chungen sind 


a 


Daraus folgt: 


außerdem gilt 


und geht über in: BI 


L = -E...entspricht (24). 


Als Beispiele betrachten wir die folgenden praktisch wichtigen Störungsv 


läufe 
l. Druckstoß E(t’) zur Zeit t!' = 0 


2. Sinusförmiger Druckverlauf E(t') von t' = 0 ab: 


E(t)=AsinQt für !>0. 


Im Fall 1. ergibt sich sofort aus (7) 


e(p)= [ E(t’)dt' —C. 


Mit (32) folgt also die Lösung nn 
(t) Wve v zer Ar fue 
J(th=C Sy, R- (P,) 
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Im Fall 2. ergibt sich zunächst nach (7) bzw. (32a) und (40) nach Durchführung 


P) 


also zwei Polstellen p,, p, von e(p): 


u! 
Pr 1 > Pe P. 
Für A, folgt nach (32) ery 


A= At 


der Integration (mit 72 


Die Lösung (16) nimmt damit im Fall 2. die Form an (mit i122 = P und der Defi- 


nition (32b) fiir y,) 


> Pt -Pt 
23 (R G)2! —1 (R G) 1 + 
2i\(RG),2—1 (RG) L—1 + Pt 


(43) 


(44) 


(45) 


4 
> 
Qu „2 a 
ed 
- 
ä u (42 
) 
|_| 
u 


etzt der 
en Glei. P, =1t0, + ay. 


Die P, sind dabei nach (39) gegeben. Wir setzen abkiirzend 


Bei kleiner Dämpfung a, < ©, wird dann 


2 
P, =—@, + 


In (46) treten dann die bekannten Resonanznenner auf. 

Die experimentelle und numerische Diskussion von (46) sei einer späteren Ver- 
iffentlichung vorbehalten. Die experimentellen Untersuchungen hat der eine von 
ıns bereits aufgenommen. Hier sei nur bemerkt, daß eine Beeinflussung der Ein- 
schwingdauer im Sinne unserer Lösung (42) beim Harmonium durch Beklopfen 
der Zungen mit kleinen Hämmern versucht worden ist. (46) wird bei der Deutung 
der Trendelenburgschen Experimente über die Beeinflussung der Einschwing- 
dauer der Orgelpfeifen durch akustische Vorerregung eine Rolle spielen. 


Zum Schluß sei darauf hingewiesen, daß das hier behandelte Problem im Prinzip 
identisch ist mit der in der Regeltechnik zu lösenden mathematischen Aufgabe. 
Wir danken Herrn Prof. Otto Schäfer und Herrn Dr. Max Syrbe für eine dies- 
bezügliche Diskussion, ebenso den Herren Dipl.-Physiker Theo Ankel und 
Dipl.-Physiker Willi Wintermeyer für wertvolle Diskussionsbemerkungen. 


Frankfurta.M., Institut für angewandte Physik der Universität. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 14. März 1953.) 
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Untersuchung des Entladungsablaufs 
und der Nachentladungserscheinungen in Geiger-Müller. 
Zählrohren mit Hilfe von Röntgenimpulsen') 


Von P. Müller 


(Mit 23 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Nach einem kurzen Überblick über bisher bekannte Arbeiten, in denen be- 
>. Ar sondere Methoden für die Messung der Totzeit und Erholzeit sowie der Nachent- 
ladungsneigung von Zählrohren mitgeteilt wurden, folgt die Beschreibung einer 
Röntgenimpulsapparatur und verschiedener Versuchszählrohre. Es werden dan 
Messungen des Phänomens der Totzeit und Erholzeit und einige neue Beobach- 
tungen beschrieben. Es folgen Messungen der-Nachentladungserscheinungen, bei 
denen einige Besonderheiten besprochen werden. Der Einfluß der Raumladung 
wird theoretisch behandelt und das Auseinanderlaufen der Ionenhülle in einer 
Näherungsrechnung gezeigt. In einer ausführlichen Diskussion werden die Er- 
gebnisse erörtert und zum Teil mit denen anderer Autoren verglichen. Am Schlub 
wird eine kurze Zusammenfassung gegeben. 


= I. Einleitung und Problemstellung 
q 
iv. * Seit der Entdeckung des Elektronen-Zählrohres durch H. Geiger und W. 


sehr bedeutungsvolle Meßinstrument der Atomphysik erschienen. Man kann sagen, 
daß im Laufe der vergangenen 24 Jahre fast alle Eigenarten der Zählrohrentladung 
untersucht wurden, sowohl experimentell als auch theoretisch. Und doch gibt 
es noch eine ganze Reihe von Erscheinungen, deren Deutung nicht zufriedenstellend 
gelang und zu deren Aufklärung es als nützlich erachtet wurde, nochmals mit 
modernen Mitteln an sie heranzugehen. So entstand der Plan zur vorliegenden 
Arbeit. Sie ist gleichzeitig durch eine frühere Untersuchung über die ‚Addition 
hoher Impulszahlen von Zählrohren bei Röntgenstrahluntersuchungen ®) angeregt 
worden. Im Verlauf dieser Arbeit wurden einige Beobachtungen gemacht, deren 
finordnung in das bisher über den Zählrohrmechanismus bekannte Material 
nicht ohne Zwang möglich erschien. Während sich dort herausgestellt hatte, 
daß die Benutzung einer periodisch arbeitenden Halbwellen-Réntgen-Anlage 
günstige Möglichkeiten zur Beobachtung bestimmter Zählrohreigenschaften bot, 
ging die Planung bei der vorliegenden Arbeit dahin, periodische Röntgenimpulse 


a Müller?) im Jahre 1928 in Kiel sind außerordentlich viele Arbeiten über dieses 


7 


2) Jena 1953 (gekürzt). 
2) H. Geiger u. W. Müller, Physik. Z. 29, 839 (1928 
3) P. Müller, Diplomarbeit Jena 1949. 
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mit regelbarer Frequenz und Zeitdauer zur Untersuchung 1. der Totzeit- und Er- 
holzeiterscheinungen sowie 2. der Nachentladungsvorgänge verfügbar zu haben. 
Die Verwendung einer Röntgen-Impuls-Apparatur bietet den Vorteil, die Zähl- 
rohrentladungen zu bestimmten Zeiten auslösen zu können und sowohl ihre Zahl 
als auch die Abstände voneinander beliebig wählen zu können. Sie erlaubt ferner 
eine gute Trennung der echten (durch äußere ionisierende Ereignisse ausgelösten) 
Entladungen von Nachentladungen, welche durch innere Zählrohrvorgänge ver- ce Ang 
werden können. einer auf Grund dieser Überlegungen 


zum anderen eine übersichtliche der verse 
Versuchszählrohre durchzuführen. Es ist zu erwarten, daß mit dieser Methode 


auch allgemeinere Probleme der Gasentladungsphysik untersucht werden können. iR 
Ebenso lassen sich eine Reihe von technischen Anwendungsmöglichkeiten angeben. re 
II. Bisher benutzte Untersuchungsmethoden i 


a) Totzeitmessungen 

Durch Ermittlung der maximal von einem Zählrohr erfaßten Stoßzahl läßt <E 
sich nach Volz*) die Totzeit bestimmen. Andere indirekte Verfahren sind die 
Vielfolienmethode*)*) und die Beersche Methode®)’). Stever®) beobachtete 
Totzeit und Erholzeit erstmalig mit einem durch die Zählrohrimpulse gesteuerten 
Oszillographen. Mit einer verbesserten Anordnung zeigten Baldinger und Fred: ny 
Huber *) die Abhängigkeit der Totzeit von der Impulshéhe, bzw. vom Zeitab- 
stand. Einen anderen Weg beschritten Curran und Rae”), indem sie die kleinsten 
vorkommenden Impulsabstiinde mit einer verzögerten Koinzidenzanordnung _ 
bestimmten. Pepinsky und andere!) haben erstmalig Totzeitmessungen mit 
periodischen Röntgen-Impulsen durchgeführt. j 


sin kann man aus der von Rüc kschlüsse auf 


Spannung hat. In neuerer Zeit ist diese einfache Methode von Parrat und Hemp- © Dr | 
stead!?) angewendet worden. Bereits Medicus!s) benutzte die Methode der en: 


4 Volz, Z. Physik 98, 539 (1935). Ce 
K. Lonsdale, Acta Crysta 1, 12 (1948). 
°) L. Alexander, E. Kummer, H. P. Klug, J. Appl. Phys. 20, 135 ag 


’) Y. Beers, Rev. sci. Instrum. 18, 72 (1942). 

»)H.G. Stever, Physic. Rev. 61, 38 (1942). 

*) E. Baldinger u. P. Huber, Helv. phys. Acta 20, 470 (1947). 

1) S.C. Curran u. E. R. Rae, Rev. sci. Instrum. 18, 871 (1947). ac 
. ih R. Pepinsky, P. Jarmotz, H. M. Long, D. Sayre, Rev. sci. Instrum. 19, 

48). 

8) L. G. Parrat and C. F. Hampstead, J. Appl. Phys. 22, 1502 ass). 

8) G. Medicus, Z. Physik 108, 76 (1936). 

“) J.L. Putmann, Proc. physic. Soc. (London) A 61, 312 (1948). 
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wendete eine ähnliche, aber verbesserte Anordnung, ebenso noch Guimarag 
und Sampaio), wie auch Fenton und Fuller’). Von Willard und Mont. 
gomery") wurde die Nachentladungsverteilung mit Hilfe von periodischen 
Röntgenimpulsen bestimmt. 


III. Die neu entwickelte Röntgen-Impuls-Apparatur 


Zur Erzeugung kurzer periodischer Röntgenstrahlimpulse gibt es folgend 
prinzipiellen Möglichkeiten: 
1. Periodisches Aufblenden des Strahlenganges mit rotierenden Blenden au 
Blei. 

2. Steuerung der Hochspannung mit einem Induktor. 

3. Steuerung des Elektronenstroms in der Röntgenröhre mit Hilfe eines 
Wehneltzylinders. 

4. Steuerung der Hochspannung für die Röntgenröhre mit Hilfe eines Schalt 

ventils. 

Bei der erstgenannten Möglichkeit wird die Impulsfrequenz durch die Un- 
drehungsgeschwindigkeit und durch die Zahl der Schlitze der Blendenscheile 
bestimmt. Die Anordnung würde jedoch einige schwerwiegende Nachteile haben: 
Einmal müßte eine Hochleistungsröhre Verwendung finden, damit jeder Einzel 
impuls genügend Intensität hat. Zum anderen könnte nur ein kleines Strahlung- 
feld ausgenutzt werden. Man müßte die Röntgenröhre wegen des erforderlichen 
Dauerbetriebes stark überlasten, was besondere Maßnahmen zur Kühlung usw. 
erforderlich machen und gegebenenfalls nur kurze Betriebsdauern zulassen würde. 
Die angeführte Methode wurde in der Gasentladungsphysik, z. B. zu Rekombi- 
nationsmessungen von Ionen '®) verwendet. 

Ein kurzer Versuch war der Untersuchung der Durchführbarkeit der zweiten 
Möglichkeit gewidmet. Dabei zeigte sich, daß die erzielbare höchste Impuls 
frequenz infolge der großen Zeitkonstante Z,/R, der Sekundärwicklung des In- 
duktors gering ist. Außerdem ist die Impulsdauer kaum regelbar. 

Die dritte Möglichkeit erscheint in verschiedener Hinsicht bestechend. Sie ver- 
langt allerdings eine durchentwickelte Röntgenröhre mit Wehneltzylinder. 
Eine solche war leider für die vorliegende Arbeit nicht erreichbar. Die Schwierig- 
keiten bei der Entwicklung einer solchen Röhre dürften vor allem darin bestehen, 
einen genügend kleinen Brennfleck und einen großen Durchgriff gleichzeitig zu 
erzielen, denn zur Gewinnung einer ausreichenden Impulsleistung ist ein hoher 
Momentanstrom nötig. Eine solche Röntgenröhre wurde beispielsweise von 
Pepinsky"™) angegeben. 

Bei der in der vorliegenden Arbeit verwendeten vierten Möglichkeit läßt sich 
durch Zuschalten eines Schaltventils zu einer vorhandenen Anlage die Steuerung 
in einfacher Weise verwirklichen. Die so entstandene Röntgen-Impuls-Apparatur 
wurde bei ihrem Aufbau den speziellen Erfordernissen angepaßt, die bei den ver- 
schiedenen Zählrohrmessungen verlangt werden. Sie läßt sich ebenso leicht anders- 
artigen Anforderungen angleichen. 


15) M. A. Guimaraes and P. A. Sampaio, Rev. sci. Instrum. 20, 485 (1949). 

16) A. G. Fenton u. E. W. Fuller, Proc. physic. Soc. (London) A 62, 32 (1949). 
17), D. Willard u. C. G. Montgomery, Rev. sci. Instrum. 21, 520 (1950). 

1) L. B. Loeb, Fundamental Processes of Electrical Discharges in Gases (John 


Wiley and Sons, Inc. NewYork 1939). u 
P, Pepinsky, Physic. Rev. 67, 308 (1945). q 
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Gegenüber den kurz erwähnten Anordnungen von Pepinsky und anderen") 
sowie von Willard und Montgomery") weist die hier beschriebene Anlage die 
Möglichkeit auf, mit Impulsfrequenzen von 20—20000 Hz und auch mit be- 
sonders ausgelösten Einzelimpulsen zu arbeiten. Sie gestattet weiterhin die Er- 
zeugung periodischer Doppelimpulse mit veränderlichem Zeitabstand. Neu ist 
die Möglichkeit der Erzeugung von Dreifachimpulsen mit regelbarem Zeitabstand. 
Die Zeitbreite aller Impulse ist gemeinsam einstellbar im Bereich von 10-5 sec bis 
10-2 sec, wobei diese Zeitbreite kleiner sein muß als der kürzeste Impulsabstand 
(von der Einsatzzeit des ersten bis zur Einsatzzeit des nächsten gerechnet). 


Außerdem bietet die Apparatur die wichtige Möglichkeit, die Intensität der 
Röntgenimpulse bei gleichbleibender Zeitbreite zu variieren. 


Auf die wesentlichen Eigenschaften dieser Anlage wurde bereits in einer vor- 
» 20 
liufigen kurzen Mitteilung 2°) hingewiesen. 


1. Aufbau der Apparatur 


In Abb. 1 ist die Schaltung schematisch wiedergegeben. Zur nee der 
Hochspannung dient eine normale Einweg-Gleichrichtung. Der Hochspannungs- 
transformator wird primärseitig über einen Regeltransformator gespeist. Ein 
Ventil V 150/502 dient 
als Gleichrichterröhre. Der 
Glättungskondensator C; von 
0,7 uF/60 kV ist einseitig ge- 
erdet. Die Röntgenröhre 
MRG 220 und das Schalt- 
ventil S 150/2000 6 24) sind in 022 | | 
Serie angeordnet. 

Die Kathode des Schalt- 
ventils SV liegt auf Erd- IL nn 
potential. So wird erreicht, Steuer- | |\Scmebungs| 
daß das Steuergerät für das ; Kw stufe | | summer 
Schaltventil ebenfalls auf Erd- ——— mo Tr 
potential liegen kann, wo- 220K. 100Y, 
durch eine einfache Impuls- 2 
kopplung möglich ist. Der Abb. 1. Schaltung der Röntgen- 
Heiztransformator für die 
Röntgenröhre muß eine sehr geringe Kapazität gegen Erde aufweisen, wie im 
Abschnitt III, 3 noch näher begründet wird. Das Schaltventil, das beim Einbau 
inÖl maximal 150 kV sperren kann, hat bei Anlegen einer positiven Gitterspannung 
von 300 V und einer Heizspannung von 6,5 V einen Spannungsabfall von etwa 
25 kV an der Anode. Dieser Wert entspricht der Sättigungsspannung und ist 
daher von dem Strom nur wenig abhängig. Beträgt die gesamte Hochspannung 
U, beispielsweise 50 kV, so ist der Spannungsverlust am Schaltventil kleiner als 
5%, an der Röntgenröhre liegen also etwa 47,5 kV. Bei höheren Spannungen ist 
der prozentuale Abfall noch geringer. Natürlich kann man auch mit niedrigeren 


Röntgenimpulse 


) P. Müller, Ann. Physik 11, 175 (1952). = 
2!) Hersteller: Phönix-Röntgenröhrenwerk Rudolstadt. Er 
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Spannungen arbeiten, wobei sich nur das Verhältnis Nutzspannung zur Verlust- 


spannung verschiebt. 

Die Impulsstromstärke kann durch Veränderung der Röntgenröhrenheizung 
_(primärseitig am entsprechenden Transformator) im Bereich zwischen einigen mA 
und mehr als 100 mA eingestellt werden. 

Die Röntgenröhre ist in einem Bleikasten eingebaut. Die Spannungszuführung 
erfolgt über hochspannungsfeste Durchführungsisolatoren. Vor dem Strahlen- 
austrittsfenster können verschiedene Blenden angebracht werden, die die Größe 
des Strahlungsfeldes bestimmen, in das das Zählrohr gebracht wird. 


2. Impulserzeugung und Steuerung des Schaltventils 

Zur Erzeugung der erforderlichen positiven Steuerimpulse am Gitter des 
_ Schaltventils dient ein Steuergerät, das die sinusförmige Ausgangsspannung eines 
-regelbaren Schwebungssummers in Rechteckimpulse von einstellbarer Zeitbreite 
umwandelt. Eine verwen- 
+210V dete Schaltung gibt Abb. 2 

+800V wieder. 
Die Niederfrequenzspan- 
nung des Schwebungs- 


summers wird in zwei Ver- 
stärkerstufen I und II zu- 
nächst so verstärkt, daß 
durch Übersteuerung Recht- 
eckspannungen entstehen. 
Diese werden mit einem RÜ- 


Schwebungs- 
summer 


20 20000 Hz Ausgang 


t 2 Ghed R, und C, differen- 
ziert und die so entstehenden 
Abb. 2. Schaltung der Steuerstufe Spitzimpulse einem Multi- 


vibrator, bestehend aus zwei 
"Trioden III und IV, zugeführt. Durch Benutzung des besonderen Eingangs können 
an dieser Stelle Einzelimpulse ausgelöst werden. Die Impulsdauer läßt sich an dem 
Widerstand R, und dem Kondensator C', in den oben bereits genannten Grenzen 
‚verändern. Der am Ausgang des Multivibrators gewonnene Rechteckimpuls wird 
‘nun weiterverstärkt und der letzten Steuerröhre über eine die Kopplung vermittelnde 
-Radio-Sonden-Batterie®) zugeführt. Diese Kopplung wurde gewählt, um auch 
breitere Impulse ohne Verfälschung der Kurvenform verstärken zu können. Die 
letzte Stufe ist wegen des im Schaltventil fließenden hohen Gitterstromes als 
-Kathodenverstirker ausgeführt. Das Schaltventil hat einen Durchgriff von etwa 
0,6%, d.h. also, daß bei einer Hochspannung von 30 kV eine Sperrspannung von 
‚etwa 180 V benötigt wird. Um möglichst hohe Gitterspannungsimpulse am 
‘Schaltventil zu erhalten, muß die Steuerröhre VI mit Spannungsamplituden von 
etwa 700 V ausgesteuert werden. Wegen des Gitterstromes im Schaltventil muß 
ein gut gesiebtes leistungsfähiges Netzgerät zur Verfügung stehen. Aus diesem 
Grunde wird das 800 V-Netzgerät mit 500 Hz-Wechselstrom beschickt, so daß 
man mit erträglichem Aufwand an Siebmitteln auskommt. 


3. Zeitverlauf der Röntgenimpulse 
Zum Verständnis der Wirkungsweise der Serienschaltung von Schaltventil 
und Röntgenröhre ist in Abb. 3 ein Ersatzschaltbild der gesperrten (a) und der 
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rlust- seöffneten (b) Anlage wiedergegeben. Die für die Emission von Röntgenstrahlung 
maßgebliche Spannung U, ist im Fall des gesperrten Schaltventils (3a) gleich 
»Izung Null. Sie springt im Augenblick des Auftastens des Schaltventils nach der Be- 
nmA ziehung 
t (Rp + 
R, - | 
0 Rg 5) 
hrung Uy (IIT, 2 
Rot | “a ) 
auf den Endwert: 
+röße R ~ 


Hierbei sind R, und R, die durch 7 baw. ge definierten „äußeren Wider- 


4 des stände‘‘ der Röntgenröhre und des Schaltventils. Der Index Null bedeutet, daß 
— die Werte des stationären Zu- 
Dreite standes von U, und U, ge- u 
meint sind. Im allgemeinen Ur 
bb. 2 sind ja R, und R, abhängig em = ie 
von der Zeit. (', umfaßt die y u. U C, 
span- Wicklungskapazität des Heiz- s 
Kathoden-Kapazität des b 
daß gs ot erat Abb. 3. Ersatzschaltbild der Röntgenanlage a) ge- 
sperrtes Schaltventil, b) geöffnetes Schaltventil 
apazitäten. Die Zeit bis 
'hen. zum Erreichen des Endwertes von U, ist im wesentlichen proportional (',- R,. 
RC- Da sie möglichst klein sein. soll, müssen C', und R, klein gehalten werden. 
ul Bei erneuten Sperren des Schaltventils fällt U, nach der Beziehung 
ıden J 
ulti- R 
zwei | (IIT, 3) 
nen 
dem auf einen Wert nahe Null ab. Da R, nicht konstant ist, sondern mit U, rasch 
un kleiner wird, erfolgt der Abfall schneller als aus der Zeitkonstante zunächst zu 
u. erwarten ist. Dies ist eine günstige Tatsache, da R, an sich schon größer als R, 
Inde ist und die Zeitdauer des Spannungsabfalls gegenüber dem Anstieg merklich 
länger ist. 
Die IV. Versuchszählrohre 
= Zur Untersuchung der Zählrohreigenschaften mit Hilfe von Röntgenstrahlen 
wo war es erwünscht, einige Zählrohrtypen zu haben, die verschiedenen Ansprüchen 
am genügen sollten. Neben den bekannten Anforderungen, wie sie insbesondere von 
von Korff®) zusammengestellt wurden, sollten genauer mechanischer Aufbau, Aus- 
ae heizbarkeit bei mindestens 400° C, mehrfaches Füllen — mit völliger Reinigung 
BR zwischen den einzelnen Versuchen — möglich sein. Die Röntgenstrahlabsorption 
daß sollte klein gehalten werden. Die Ansprechwahrscheinlichkeit auch für weiche 
Strahlung sollte groß sein. Bei radialer Einstrahlung hat man. darauf zu achten, 
daß das Wandmaterial wenig absorbiert. Die Wand muß also dünn sein und aus 
einem Material mit kleiner Ordnungszahl bestehen. Andererseits soll die Schicht- 
ntil =) A. S. Korff, Electron and Nuclear Counters (D. van Nostrand Comp. NewYork 
der 1946). 
Q* 
- 


i] 
? 
‘ 


0116 


sein. 


Annalen der Physik. 6. Folge. Band 13. 1953 


min 
400 Entladungszahl = 
200 
| Zählrohr Nr. 31 
— 
| 
900 950 1000 1050 1100 1150 1200 1250 Volt 
Zählrohrspannung 
| | | 
 Entladungszahl 
300 
200 
Zählrohr Nr. 35 
| | 


750 1200 1250 1300 1350 100 1450 1500 Volt 
Abb. 5. Charakteristiken des Graphitzählrohres Nr. 35 


und des Aluminiumzählrohres Nr. 31 


 dieke etwa gleich der Reichweite der schnellsten zu erwartenden Photoelektronen 
sei axialer Einstrahlung und Verwendung eines wenig divergenten Röntgen- 


Abb. 4. Röntgenzählrohr Nr. 35 mit Graphitkathode und Lindemannfenster für radiale 
Einstrahlung 


ist. Man wird also nicht zu niedrige Drucke sowie Gase und Dämpfe mit möglichst 
hoher Ordnungszahl verwenden. In Abb. 4 ist ein Zählrohr mit Graphitzylinder 
von 1 mm Wandstärke wiedergegeben, das in ein dünn ausgezogenes G!asgefäß 


mit Linde mannfensterein- 
geschmolzen ist. Der Zähl- 
draht aus Wolfram von 
0,1 mm Durchmesser wird 
durch zwei kleine Messing- 
buchsen, die in genau gebohr- 
ten Glasscheiben sitzen, zen- 
trisch geführt. Eine kleine 
Spiralfeder aus Stahl spannt 
den Zähldraht. Dünne Tom- 
bakfedern halten den Zy- 
linder im Glasrohr. Beim Aus- 
heizen der Zählrohre wurde 
der Draht durch elektrische 
Aufheizung zusätzlich bis zur 
Rotglut kurz geglüht, um 
hierdurch eine genügende 
Oberflächengleichmäßigkeit 
zu erzielen. Die Glasrohre 
wurden lichtdicht schwarz 
lackiert, um die nicht er- 
wünschten durch Licht aus- 
gelösten Zählstöße auszu- 
schalten. 


Als Füllung wurden Edelgase mit Dampfzusatz verwendet, um die selbst- 
löschenden, erstmalig von Trost:®) angegebenen günstigen Eigenschaften solcher 
 Zählrohre zu haben. In Abb. 5 sind die Charakteristiken des Graphitzählrohres 


Nr. 35 und des Aluminiumzählrohres Nr. 31 gleicher Bauart wiedergegeben. Beide 
_ waren mit Argon (130 Torr) und Methylal (10 Torr) gefüllt. 


VY. Messung der Totzeit und Erholzeit 
1. Beobachtungen bei Einzelimpulsen 
a) Experimentelle Anordnung 
Das jeweils verwendete Versuchszählrohr wurde vor dem Strahlenaustritts- 
‚fenster der Röntgen-Impuls-Apparatur aufgestellt und zum Schutz gegen Streu- 
28) A. Trost, Z. Physik 105, 399 (1937). 
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strahlung und Störspannungen mit einem Gehäuse aus Bleiblech umgeben. Das : 


Schema der Meßanordnung zeigt Abb. 6. Die Zählrohrimpulse wurden über einen 
Verstärker dem einen System DD 
graphen*4) zugeführt. Dem 
entsprechenden Plattenpaar 
des zweiten Systems wurde 
der Stromimpuls des Rönt- + System 
senkreises zugeleitet, so daß 
bei gleicher Frequenz und spannung Verstürker u 
Amplitude der Ablenkspan- 
nung an beiden Systemen 
eine eindeutige Zuordnung von ' 
Röntgenimpuls und Zählrohr- 
entladung möglich war. ee 

Abb. 6. Anordnung zur Beobachtung meee 

Zählrohrentladungen 


b) Bestimmung der Lage der Einsatzspannung 


Sobald die Röntgenimpulse genügend hohe Spannungen haben, so daß die so 
erzeugte Strahlung im Zählrohrinnern Elektronen freimachen kann, beobachtet 
man auf dem Schirm des Oszillographen periodische Entladungen. 


Mit der Röntgen-Impuls-Apparatur ist es verhältnismäßig einfach, die Zahl 
der primären Elektronen, die eine Entladung im Zählrohr auslösen, in weiten Gren- 
zen zu verändern. Man hat dazu bei konstanter Zeitdauer der Röntgenimpulse die 
Spannung oder den Strom oder beides zu variieren. 


Verändert man bei festgehaltener Zählrohrspannung die Intensität der Rönt- 
genimpulse unter gleichzeitiger Messung der Amplitude der Zählrohrimpulse am 
Leuchtschirm des Kathodenstrahloszillographen, so beobachtet man eine Zu- 
nahme der Impulsgröße bei wachsender Röntgenintensität, solange die Betriebs- 
spannung dem Proportionalbereich entspricht. Hat man dagegen eine Betriebs- 
spannung am Zählrohr eingestellt, die dem Auslösebereich entspricht, so bemerkt 
man keine Änderung der Amplitude. j 


2. Messungen mit Doppelimpulsen 


a) Experimentelle Anordnung 


Zur Herstellung der Doppelimpulse werden dem Eingang der Steuerstufe der - 
Impuls-Apparatur lediglich an Stelle eines Spitzimpulses zwei Impulse je Periode 
der benutzten Frequenz zugeführt. Hierzu wird die Ausgangsspannung des 
Schwebungssummers einmal direkt einem Verstärker zugeleitet und zum anderen 
über einen Phasenschieber einem zweiten Verstärker. Beide Verstärker werden 
völlig übersteuert. Dadurch werden Rechteckspannungen erzeugt, die dann dif- 
ferenziert und über eine Begrenzerschaltung einer Mischstufe zugeführt werden. 

Die Gleichheit der auf diese Weise ausgelösten Doppel-Röntgenimpulse wurde 
mit einer Ionisationskammer so kontrolliert, daß die Röntgendosis mit Einzel- 


* Benutzt wurde ein Zweistrahloszillograph der Firma Siemens, Zweigbetrieb Thal- 
heim/Erzgeb. 
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= 

»n in einem bestimmten Zeitraum und die Dosis mit Doppelimpulsen bei 
jeweils verschieden eingestellten Zeitabständen im gleichen Zeitraum miteinander 
verglichen wurden. Es ergab sich, daß die Gleichheit der Intensitäten der dicht 
aufeinanderfolgenden Impulse 1 und 2 bis herab zu Zeitabständen von 2 - 10-5 see 
gewährleistet ist. 


impulse 


b) Photographische Aufnahmen mit dem Kathodenstrahl-Oszillographen 


Man kann mit Hilfe der Doppelimpulse die Totzeit und die Erholzeitbestim- 
mung photographisch festhalten. 


Beispiele hierfür wurden in der vorläufigen 
Mitteilung 2°) wiedergegeben. 


c) Messung der Erholcharakteristik 


Die Amplituden von zwei aufeinanderfolgenden Zählrohrentladungen U, und 

_ U, wurden in Abhängigkeit vom Zeitabstand gemessen und das Verhältnis U, zu 
U, gebildet. Ist der Zeitabstand der Doppelimpulse größer als die Erholzeit, so 

ist U,/U,— 1. Innerhalb der Totzeit ist U,/U, = 0. 


In der Erholzeit nimmt 
U,/U, alle Werte zwischen 0 — | an. 


In Abb. 7 sind die Erholkurven eines Zählrohres für verschiedene Spannungen 
wiedergegeben: Die Totzeit ergibt sich aus der Kurve für 1100 V zuetwa 14. 
10-4 see. Als Erholzeit wird im vorliegenden Beispiel etwa 6 - 10-4 sec gemessen, 


U, U, 
U, % 


1 4 a 6:10°*sec. 


sec. 
Zeitabstand Zeitabstand 

Abb. 7. Erholcharakteristiken eines Zihl- Abb. 8. Abhängigkeit der Erholkurve von 

rohres bei verschiedenen Spannungen. der Stärke der primären lonisation 


r; = 0,01 cm; r, 1,5 em; Ar: 50 Torr, 
C,H;OH: 10 Torr 


Zu beachten ist, daß natürlich bei niedrigerer Spannung auch die Absolut- 
werte der Amplituden wesentlich geringer sind. In der Abb. 11 kommt dies nicht 
zum Ausdruck. Das Zählrohr arbeitet bei 1060 V im beschränkten Proportional- 
bereich. Die Kurve für 1060 V macht deutlich, daß die Amplitudenverkleinerung 
eines Folgeimpulses im Proportionalbereich gering ist. Sie tritt im vorliegenden 
Falle nur deshalb so deutlich hervor, weil durch Ausblenden praktisch immer in 
demselben kleinen Gebiet des Zählrohres die Entladungen durch Röntgenimpulse 
ausgelöst werden. Aus dem Verlauf der Kurve sieht man, daß die Totzeit im 
Proportionalbereich mindestens sehr klein ist. Bei höherer Betriebsspannung 
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wird die aus dem Amplitudenverhältnis folgende Totzeit größer, die Erholzeit 
etwas kleiner. Meist wurde bisher ein Kleinerwerden der Totzeit mit wachsender 
Betriebsspannung gefunden. Dieser scheinbare Widerspruch wird in der Dis- 
kussion klargestellt werden. 

In Abb. 8 ist eine weitere interessante Beobachtung festgehalten. Mißt man 
die Erholkurve eines Zählrohres einmal mit einer schwachen Röntgen-Impuls- 
Intensität und einmal mit einer starken, so beobachtet man bei sonst völlig gleichen 
Betriebsbedingungen am Zählrohr bei großen Zeitabständen der Doppelimpulse 
keine Unterschiede, wohl aber bei kleinen Zeitabständen, wo die zweite Entladung 
bei höherer Intensität, also stärkerer Primärionisation, größer ist. Das Zählrohr 
verhält sich im Zeitraum bis zu etwa 4 - 10-4 see, also auch in der normalen Totzeit, 
wie ein Proportionalzählrohr, bei welchem ja stets die Entladungsamplitude von 
der Stärke der primären Ionisation abhängt. Die Totzeit ist demzufolge bei stär- 
kerer Primärionisation kleiner, während sich die Erholzeit nicht ändert. 


3. Übergroße Impulse war: 


In einem Zählrohr können bei Vorliegen besonderer Bedingungen übergroße 
Impulse auftreten. Zu diesen Fragenkreis sei auf die Arbeiten von P. Huber 
und anderer) sowie von H. Neuert?) verwiesen. Übergroße Impulse können 
bereits im Proportionalbereich 
nit einer Amplitude auftreten, 
die erößer ist als die der nor- 
malen Entladungen im Aus- 
lösebereich. Es kann also 
auch vorkommen, daß inner- 
halb der Erholzeit ein über- 
großer Impuls auftritt. Ein 
derartiger Fall wurde tat- 
sichlich einmal photogra- 
phisch festgehalten. Die Beob- 
achtung wurde an einem Zähl- 
rohr gemacht, das übergroße 
Impulse infolge einer Verun- 
reinigung mit einemx-Strahler 


‘ahrscheinlich infolge UberetoBer Impuls innerhalb der Erholzeit, 
7 P ap > oe . 
zeigte, wahrscheinlich ınlolge 1,2.107* see nach einer Entladung normaler Größe 
irrtiimlicherweise erfolgter 
Verwendung von thoriertem Wolframdraht. Registriert wurden bei einer Mes- 
sung mit einer Spannung von 150 V unter der Einsatzspannung noch etwa 5—10 
Impulse pro Minute. Abb. 9 gibt die mit der Röntgen-Impuls-Apparatur erhaltene 
Aufnahme wieder”). Im Abstand von 1,2 - 10”? sec nach der periodisch wieder- 
kehrenden Entladung sieht man eine übergroße Entladung, deren untere Spitze 
durch den Verstärker abgeschnitten wurde und deren Rücklauf durch die Über- 
steuerung des Verstärkers über die Null-Linie hinausgeht. Man erkennt deutlich 
durch die ebenfalls sichtbaren Nachentladungen zunehmender Amplitude, daß 
der übergroße Impuls am Ende der normalen Totzeit aufgetreten ist. 

>) P. Huber, W. Hunzinger u. E. Baldinger, Helv. phys. Acta 20, 525 (1937). 

%) H. Neuert, Ann. Phys. 8, 341 (1951). 

) Diese wie auch die in der vorläufigen Mitteilung (20) enthaltenen Aufnahmen wurden 

mit einer Exakta-Varex der Ihagee Dresden auf Agfa-Fluorapidfilm aufgenommen. 
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Der für das Zustandekommen eines übergroßen Impulses wichtige Mechanis- In 
mus wird also auch wirksam, wenn eine Ionenhülle sich noch dicht am Zähldraht dunge 
befindet. Die in radialer Richtung auftretende Kolonnenionisation des x-Strahls ermitt 
und die große Zahl der ö-Strahlen in der Umgebung der x-Spur führen vermutlich D 
zu einer teilweisen Neutralisierung der Ionenhülle in der Umgebung der x-Strahlen Beme 
und ermöglichen so die Ausbildung des übergroßen Impulses. Zeita 
ladun 
4. Messungen mit Dreifachimpulsen Abb. 
Die Auslösung des dritten Impulses mit veränderlich einstellbarem Zeitab- bei h 
stand gegen die zwei anderen wurde durch die gleiche Anordnung wie zur Er- fachr 
zeugung des zweiten Impulses erreicht. An den Schwebungssummer wurde noch halb 
ein zweiter Phasenschieber und ein dritter Verstärker angeschlossen. Am Eingang trete 
der Steuerstufe werden damit je Periode der eingestellten Steuerwechselspannung daraı 
drei Spitzimpulse wirksam. Die Verwendung dieses dritten Impulses im Zusammen- abstä 
hang mit Totzeitmessungen bietet die Möglichkeit, die Abhängigkeit der Totzeit hand 
von der Amplitude der vorhergehenden Entladung zu messen. Man kann den nach 
zweiten Impuls in die Erholzeit des ersten legen und damit alle Entladungsampli- größ 
tuden, die kleiner als die erste sind, einstellen. Auch 
Zu beachten ist bei dieser Art der Messung jedoch, daß zu dem Zeitpunkt, stan 
an dem der dritte Impuls ausgelöst wird, noch nicht die zur ersten normalen Ent- zwei 
ladung gehörige Erholzeit beendet ist, so daß die dritte Entladung auch noch durch entle 
die erste beeinfluBt wird. groß 
Beispiele für Aufnahmen mit Dreifachimpulsen wurden bereits in 2°) ver- erste 
öffentlicht. Aus ihnen ging klar die Verbesserung des Auflösungsvermögens bei puls 
Messung hoher Stoßzahlen hervor. Voraussetzung für die Ausnutzung dieses 
besseren Auflösungsvermögens ist allerdings die Verwendung hinreichend emp- zur 
findlicher Verstärker. Mes 
gray 
VI. Nachentladungsmessung mit der Röntgen-Impuls-Apparatur 2 
1. Beobachtungen mit dem Kathodenstrahloszillographen 3 

Die experimentelle An- 
ordnung entspricht der in 
Abschnitt V besprochenen. 

Es wurden Röntgenimpulse kön 
mit einer Frequenz von 1000Hz von 
und einer Zeitdauer von etwa bar 
1,0 -10°5 sec benutzt. Die vall 
Impulsspannung an der Rönt- zur 
genröhre betrug dabei etwa Die 
20 kV, der Impulsstrom etwa dur 
50 mA. Das Zählrohr stand stir 
im Abstand von etwa 28 cm son 
vor der Röntgenröhre. Die ster 
Zahl der Nachentladungen — 
nimmt mit steigender Span- 

, nung stark zu. Weiterhin än- den 
Abb. 10. Zählrohrspannung U; 1200 V. Die links dert sich ihr zeitliches Auf- lich 
sichtbaren Nachentladungen gehören zu einem durch : om 
den dunkelgesteuerten Rücklauf des Oszillographen treten nach einem echten ten 


unsichtbaren Impuls Impuls. wie 


2 
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lanis- In Abb. 10%) kann man aus dem Verlauf der Impulsgrößen der Nachentla- 
draht dungen mit wachsendem Zeitabstand schon annähernd die Erholcharakteristik 
rahls ermitteln. 
itlich Die Nachentladungen treten zum größten Teil innerhalb der Erholzeit auf. 
ıhlen Bemerkenswert ist die Beobachtung, daß mit zunehmender Spannung der mittlere 
Jeitabstand der Nachent- 
ladungen geringer wird. Aus 
Abb. 11 ist klar zu ersehen, daß 
itab- bei hohen Spannungen Mehı 
Br. fachnachentladungen inneı 
noch halb der ersten Gruppe auf 
Bang treten. Man erkennt diese 
tung daran, daß in größeren Zeit : 
— abständen kleine Impulse vor- 
tzeit handen sind, obwohl dort 
den nach der Erholcharakteristik 
ıpli- grobere zu erwarten waren. 
Auch sieht man, daB der Ab- 
nkt, stand einer auffallenden 
int- zweiten Gruppe von Nach- 
ırch entladungen etwa doppelt so 
eroß ist wie der Abstand der Abb. 11. U, = 1160 V 
= ersten Gruppe vom echten Im- 
bei puls. Die Gesamtzahl der Nachentladungen in der zweiten Gruppe ist jedoch geringer. 
— Zur genaueren Erfassung des zeitlichen Abstandes der Nachentladungen und 
np zur Beobachtung der Abhängigkeit von verschiedenen Bedingungen ist eine exakte 
Messung der Verteilung nach echten Impulsen erforderlich. Diese ist mit photo- 
graphischen Aufnahmen nicht ohne besonderen Aufwand möglich. Günstiger ist 
es, dafür eine elektronische Auswahl und Registrierung zu benutzen. 
\n- 2, Messungen mit einer Auswahlschaltung und einem 2!4-fach Untersetzer . 
= a) Experimentelle Anordnung 5 
Um die Nachentladungen getrennt von echten Entladungen registrieren zu 
Ise können, muß eine Durchlaßschaltung zur Verwendung kommen, die nur innerhalb 
Hz von kurzen, zeitlich wähl- 
vallen Zählrohrentladungen ay 
nt zur Registrierung weitergibt. A Zeit 
wa Diese Meßintervalle werden 2 « Stufe 
durch Offnungsimpulse be- Hoch- Verstärker 
nd stimmt, die von einem be- 270g 
" sonderen Impulsgeber ge- 
ie steuert werden. Dieser Stever- Phasen-\ | 
en — Impuls- 
n- Diese Aufnahmen wur- schieber) | Geber 
n- den bereits in (20) veröffent- > a 
f- licht. Sie seien hier zur Ver- Oszillographen vom | Schwebungssummer 
anschaulichung der angeführ- 
n ten Besonderheiten nochmals Abb. 12. Meßanordnung mit einem Untersetzer zur 


wiedergegeben. Registrierung von Nachentladungen 


= 
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arbeitet über einen regelbaren Phasenschieber mit der gleichen Frequenz wie die 
Röntgen-Impuls-Apparatur. 

In Abb. 12 wird eine schematische Darstellung der Meßanordnung wieder- 
gegeben. Im folgenden werden die einzelnen Glieder kurz besprochen. 

1. Das Zählrohr ist leicht 
austauschbar und wird in 
der gleichen Weise an den 
Verstärker angekoppelt wie 
bei den Messungen im Zu- 
sammenhang mit Totzeit und 
Erholzeit. 

2. Die Zählrohrspan- 
nung wird von einem elek- 
tronisch stabilisierten Netz- 
serät geliefert. 

3. Der benutzte Ver- 
stärker ist ein Breitband- 
verstärker mit einer Band- 

Abb. 13. Schaltung des Verstärkers breite von 100 Hz bis 2 MHz. 

In Abb. 13 ist die verwendete 

Schaltung wiedergegeben. Die Amplitudenbegrenzung wird durch Ubersteuerung 
der letzten Stufe erreicht. 


t. Als Niederfrequenzgenerator findet ein Schwebungssummer mit einem 
Frequenzbereich von 20—20000 Hz Verwendung. 


5. Die Röntgen-Impuls-Appa- 
1. ratur wird in gleicher Weise, wie in 
M 2 
Ic Abschnitt III beschrieben, benutzt. 
6. Als Phasenschieber für die 
Zählrohrverstorker R, zeitliche Verschiebung der Off- 
| nungsimpulse findet wiederum ein 
> Kettenleiter Verwendung. 
+ 210V 7. Der  Durchlaßimpulsgeber 
- mv arbeitet im Eingang mit einem 
vom A) p übersteuerten Verstärker. Die 
Durchlaßimpulsgeber 2 durch Differentiation gewonnenen 
t i | 0 Spitzimpulse werden zur Aus 
Abb. 14. Schaltung der Zeitauswahlstufe lösung eines sonst gesperrten Multi- 


vibrators herangezogen. Die Recht- 
eckspannung dieses Multivibrators liefert den Öffnungsimpuls für die Zeitaus- 
wahlstufe. Die Zeitdauer dieses Rechteckimpulses ist zwischen den Grenzen 
10-5 see u. 10-2 see einstellbar. 


8. Die Zeitauswahlstufe, deren Schaltung in Abb. 14 wiedergegeben ist, ent- 
hält eine Verstärkerstufe, die ihre Schirmgitterspannung über einen Katlıoden- 
verstärker bekommt. Dieser ist normalerweise gesperrt und wird durch einen 
vom Durchlaßimpulsgeber kommenden Rechteckimpuls ausgesteuert, so daß nur 

während dieser Zeit positive Schirmgitterspannung an die Verstärkerstufe ange- 


werden somit Zählrohrentladungen durchgelassen. 
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9, Der Untersetzer soll alle auch mit kleinstmöglichem Abstand aufeinander- 
folgenden Entladungen registrieren können. Es wurde hierzu ein vierzehnstufiger 
Untersetzer mit hohem Auflösungsvermögen gebaut. Jeder 16384. Impuls wird 
von einem Telephongesprächszähler registriert, der selbst pro Sekunde etwa 10 
Zählschritte schalten kann. Es ist auf diese Weise möglich, im Mittel etwa 160000 
Impulse pro see zu zählen. Die Ein- u 
sangsstufe löst periodische Impulse 7 
bis zu 200000 pro sec noch auf, d.h. 


es sind noch Zählrohrentladungen mit 4, C, G |" 5 
einem Zeitabstand von etwa 5-10-® sec A, mE 
zu erfassen. Solche kleinen Zeitab- 

stände kommen bei Zählrohrbetrieb | ---— 

im Auslösebereich erfahrungsgemäß AN GA 

gar nicht vor, da die Totzeit meist re WES? MEN? 

etwa eine Größenordnung höher liegt. 

Es wurden im wesentlichen zwei [1% 
Schaltungstypen unter Verwendung I 

von Duotrioden (und Duodioden) 

benutzt. Bei der einen Art, die in Abb. 15. Schaltung des Untersetzers 


Abb. 15 gezeigt ist, lösen die durch 
Differentiation über (,R, bzw. C,R, entstehenden positiven Impulse ein Um- 
schalten der Stufe aus. Das Abzählen der im Untersetzer gespeicherten Impulse 
ist mit Hilfe der Glimmlampe @ in jeder Stufe möglich. Diese zeigt an, welche 
der beiden Röhrenhälften Strom führt. 

Die andere Schaltungsart, die mit Erfolg angewendet wurde, benutzt für die 
Weiterleitung definierter negativer Impulse Dioden. Negative Impulse sind hier 
für das Umschalten wegen einer anderen Bemessung der Schaltglieder erforderlich. 


b) Meßergebnisse tf 

1. Zeitabstand der Nachentladungen 1 

Mit einer Durchlaßintervallbreite von t 1 - 10-5 sec wurde sowohl die Zahl 
der Nachentladungen Vy in Abhängigkeit vom Zeitabstand als auch die Zahl 
der echten Entladungen N, registriert. Zeitabstand und Impulsbreite wurden 
oszillographisch gemessen. Der Fehler der Impulsbreitenmessung betrug dabei 
etwa + 30, die Zeitabstandsmessung war mit einer Genauigkeit von + 2°, mög- 
lieh. Während man durch Wahl einer gewissen Mindestintensität der Röntgen- 
impulse erreichen kann, daß die Zahl der echten Entladungen je Zeiteinheit mit 
der Impulsfrequenz identisch ist, unterliegen die Nachentladungen statistischen 
Gesetzen. Man findet also Schwankungen und diese beschränken die Genauigkeit. 
Im vorliegenden Fall wurde für alle Meßpunkte die gleiche Meßzeit benutzt, 
wodurch die erhaltenen Werte unterschiedliche relative Fehler haben. In Abb. 16 
ist der Verlauf der Nachentladungswahrscheinlichkeit Ny/N,„ (bezogen auf das 
oben angegebene Meßintervall) in Abhängigkeit vom Zeitabstand wiedergegeben. 
Bei etwa 1,8 - 10-4 sec treten die ersten Nachentladungen auf. Ein Maximum liegt 


bis auf Null ab. \ 
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Die statistischen Schwankungen der Werte N „/N ; sind in der folgenden Tabelle 
zusammengestellt. 


N/N, 0,1 0,01 0,001 
ANy/Ny +38% 4% +12% 
a Die angegebenen Schwankungen sind für alle weiteren gemessenen Nachent- 
ladungsverteilungen gültig. 
Um zu untersuchen, welche Zusammenhänge zwischen der Erholcharakteristik 
und der Nachentladungsverteilung bestehen, wird in Abb. 17 die Erholcharak- 
teristik des gleichen Zählrohres dargestellt. Hier zeigt sich, daß die Totzeit etwas 


| 
N 
\ 


ı 23 5 6-10%sec. 2 3+ 104 sec. 
Zeitabstand Zeitabstand 

Abb. 16. Zeitliche Verteilung von Nachent- Abb. 18. Nachentladungskurve eines 

ladungen nach echten Impulsen. Meßintervall: | Neonzahlrohres (Zählrohr Nr. 42). r; = 

1.105 sec; Zählrohr Nr. 3; r,=(0,01em; 0,004 em; r, = 0,8 cm; p = 60 Torr 

rm =1,5 cm; p= 60 Torr (15% C,H,OH, (10% C,H;OH, 90% Ne) 

85% Ar) 


Breite des Meßintervalles 


0 Y, 


L 
7 


/ 


1 5 6-M*sec. 1 2 3-10*sec. 


Abb. 17. Erholcharakteristik des gleichen Abb.19.Erholcharakteristik desgleichen 
Zählrohres Zählrohres 


kleiner ist als die Zeit des starken Anstieges der Nachentladungen. Daß diese 
sogleich kurz nach der Totzeit auftreten, beweist, daß entweder bereits positive 
Ionen am Zylinder ankommen müssen, oder daß noch eine andere Ursache für 
diese ersten Nachentladungen vorhanden sein muß. Bemerkenswert ist, daß 
während der gesamten Dauer der Erholzeit auch Nachentladungen da sind. Das 
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Maximum der Kurve fällt etwa mit dem mittleren Teil der Erholcharakteristik 
zusammen. Dies steht im Widerspruch zu einer Mitteilung von D. Willard | 
und ©. G. Montgomery”), inder behauptet wird, daß das Maximum mit dem Ende — 


der Erholcharakteristik zusammenfalle. Auch bei Zählrohren konnte diese 


feststellung von Willard und Montgomery nicht bestätigt werden (siehe hierzu 
Abb. 18 und 22). Das plötzliche Absinken der Zahl der Nachentladungen bei etwa 
5,2 - 10-* sec deutet darauf hin, daß nach dieser Zeit keine Ionen mehr am Zylinder _ 
des Zählrohres ankommen. Die danach noch nachweisbaren Nachentladungen _ 
können wiederum Nachentladungen der vorherigen sein. Sie können auch durch 
metastabile Atome ausgelöst worden sein. Das Ende der Nachentladungskurve | 
fällt etwa zusammen mit dem Einbiegen der Erholcharakteristik in den Wert 1. 
In Abb. 18 sind Nachentladungskurve und Erholcharakteristik eines Zähl- 
rohres anderer Größe und mit anderer Füllung wiedergegeben. Hier liegt das Maxi- 
mum der Nachentladungsverteilung am Anfang der Erholcharakteristik, bei 
(,.7-10-4 sec. Dagegen gibt es kaum noch Nachentladungen im Zeitraum unter- 
halb von etwa 1,6 - 10 sec. Dies kann nur so verstanden werden, daß die ersten — 
eintreffenden Ionen besonders leicht Nachentladungen auslösen können, während 
die zuletzt ankommenden diese Fähigkeit nicht besitzen. Zuerst werden die 
Neonionen wegen ihrer großen Beweglichkeit den Kathodenzylinder erreichen sie 
müssen dazu die langsameren Alkoholionen überholt haben. Die Alkoholionen_ 
lösen keine Nachentladungen mehr aus, sie beeinflussen jedoch noch die Impuls- 
höhe, solange sie nicht restlos die Kathode erreicht haben. Es liegen hier also 
deutliche Unterschiede der Wanderungsgeschwindigkeit beider Ionengruppen vor. <0 
Bei dem Argon-Alkohol-Zählrohr wäre dies an sich auch in etwas geringerem Maße 5 
zu erwarten, jedoch könnte hier die von Hornbeck und Molnar®) mitgeteilte 
Bildung von Ad-Ionen eine Er- 
klärung für das langsame Wan- 9% 


dern von nachentladungsfähigen Ny 
Ionen sein. N 4 
2. Abhängigkeit von der 
Zählrohrspannung 
Erhöht man die Zählrohr- yet. 


spannung, so steigt auch die 006 
Zahl der Nachentladungen an. 
Gleichzeitig wird ein Verschie- 
ben des Einsetzens der Nach- 


entladungen zu kürzeren Zeit- (0% 
abstinden hin beobachtet, | 
während sich das Ende kaum his 
oder nur sehr wenig verändert. 002 
Das Maximum verlagert sich ; \ 
ebenfalls in Richtung auf i = 
kürzere Zeiten hin. Abb. 20 gibt 
eine solche Messung wi 0 
Zeitabstand 


®) J.A. Hornbeck and J. P. 
Molnar, Physic. Rev. 84, 621 
(1951). 


Abb. 20. Abhangigkeit der Nachentladungen von 


der Zählrohrspannung Nr.11). a: U, = 
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der Verteilungskurve etwa 1,1 - 10-4 sec beträgt, ist diese bei 1360 V nahezu 


doppelt so groß. Die unerwartet große Vorverlegung des Einsatzpunktes bedeutet, 
daß die ersten Ionen wesentlich schneller zur Kathode gelangen als aus der Ver. 
gréBerung der Feldstärke und der damit wachsenden Geschwindigkeit der Ionen 
zu erwarten wäre. Es sei noch vermerkt, daß die Kurven auch bei hohen Span- 


3. Abhängi gkeit von der primären Ionisation. Eine Methode zum Er- 


nungen eine annähernd symmetrische Form behalten. 


kennen von Nachentladungen infolge negativer Ionen 


Nimmt man die Verteilungskurve unter sonst unveränderten Bedingungen am 
Zählrohr mit zwei verschiedenen Röntgenimpulsintensitäten auf, so kann man bei 
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Abb. 21. Nachentladungskurven bei ver- 
schiedenen Stärken der primären Ionisation 
(Zählrohr Nr. 44); a = mit großer Röntgen- 
impulsintensität (U,—=25 kV); b=mit 
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Abb. 22. Nachentladungsverteilung 


bei einem Zählrohr mit starker Nach- 
entladungsneigung (Zählrohr Nr. 22); 
r; = 0,006 cm; r, = 0,8 em; Ar 
(60 Torr); Alkohol (5 Torr); oxydierte 
Kupferkathode. Wenig N, und NO, 
als Verunreinigung wahrscheinlich 


verschiedene Verteilungskurven er- 


halten. Kin Beispiel fiir einen solchen Fall ist in Abb. 21 wiedergegeben. Fiir 


größere Intensität und entsprechend höhere primäre Ionenzahl findet man eine 
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starke Zunahme der Nachentladungen bei diesem Zählrohr, wobei insbesondere 
kurze Zeitabstände bevorzugt werden. Sicher ist, daß die Ladung pro Impuls 
nieht zunimmt, daß also nicht mehr positive Ionen als bei schwacher Intensität 
entstehen. In neuerer Zeit wurde von Putmann': der Fall diskutiert, daß 
durch Bildung negativer Ionen Nachentladungen verursacht werden können, 
wenn diese Ionen ihr Elektron in Drahtnähe verlieren. Hier ist nun erstmalig ein 
eindeutiger experimenteller Beweis für das Vorhandensein eines solchen Effektes 
vegeben. Gleichzeitig bietet sich die Möglichkeit, die durch Elektronenanlagerung 
entstehenden Nachentladungen quantitativ zu erfassen und diese Ursache von 
anderen möglichen, z. B. Ionenstoß an der Kathode, abzutrennen. 


4. Weitere Maximain den Nachentladungskurven 


Bei einem neu gefüllten Zählrohr mit ungleichmäßig oxydierter Kupferkathode 
und einer von Verunreinigungen nicht völlig freien Füllung wurde eine Charakteri- 
stik mit großer Steigung festgestellt. Die Nachentladungsverteilung dieses Zähl- 
rohres ist in Abb. 22 wiedergegeben. In der linken unteren Ecke ist die Erhol- 
charakteristik eingetragen. Die Verteilungskurve zeigt deutlich drei Maxima. 
‘Das erste Maximum liegt bei 1,1 - 10”* sec, das zweite bei etwa 3 - 10-4 sec und 
das dritte bei etwa 4,7 - 10-4sec. Die im Bereich des ersten Maximums auftretenden 
Nachentladungen dürften, wie ein Vergleich mit der Erholkurve zeigt, zumeist 
noch kleine Amplituden haben. Sie führen also auch wesentlich weniger positive 
Ionen als die Entladungen normaler Größe. So ist auch die Möglichkeit geringer, 
daß durch diese kleinen Impulse Nachentladungen ausgelöst werden. Erst die 
ineinem Zeitabstand von mehr als 1,5 - 10°? sec auftretenden größeren Impulse 
verursachen häufiger wieder Nachentladungen, wie das zweite Maximum bei 
3-10°*sec beweist. Das dritte Maximum bei 4,7 --10-+sec wurde dann wiederum 
offenbar durch die größeren Entladungen des zweiten Maximums verursacht. 
Um zu prüfen, ob dieses Zählrohr auch Nachentladungen infolge Elektronenan- 
lagerung zeigte, wurde die Messung mit größerer Röntgenimpuls-Intensität noch- 
mals wiederholt. Es ergaben sich dabei keine Abweichungen. ae 


VII. Zur Theorie des Entladungsablaufs Mus 
Die bei einer Entladung entstehende Ionenhiille soll folgendermaßen ideali- 
siert werden. Sie soll sich zwischen der Drahtoberfläche (Radius r, = r,) und einem 
durch den Beginn der Ionisierung des Dampfzusatzes gegebenen Abstand vom 
Zähldraht (Radius r,) bilden und nach schneller Wegführung der Elektronen nur 
positive Ladungsträger enthalten. Die Ladungsdichte in diesem Gebiet , <r< rz 
soll als gleichmäßig und unabhängig vom Radius angenommen werden. Man kann 
aus dem Verlauf der Feldstärke im raumladungsfreien Zählrohr und den bekannten 
Werten der mittleren freien Weglänge 2 der Elektronen den Radius r, ermitteln. 
Die lonisierungsfeldstärke B, ist aus 


eE,A=eU 


4s (VII, 1) 

wo U, die "RENNEN des Gases ist, bestimmbar. Von der axialen Aus- 
breitung der Entladung mit endlicher Geschwindiglieit darf man absehen, da nur 
die radiale Bewegung interessiert. Diese ist im wesentlichen abhängig von der 


Gleichmäßigkeit eines kleinen Gebietes der Drahtlänge, welche gewährleistet ist. 
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Es liegt ein zylindersymmetrisches Problem vor. Man kann von der Poisson- 
chen Gleichung ausgehen: 


gy = elektrisches Potential, 9 = Raumladung in 


A-s 

cm 
As 
= . 10-14 
884.100 


a Die allgemeine Lösung von (VII, 2) lautet: I 
| ar | | dr” | dr’ + (VII, 3) 


i Mit den zwei Randwerten ¢(r,) = 0 und p(r,) = U erhält man unter Benutzung von 


| 


(VII, 4a) 

)) (VII, 4b) 

n<r<se, (VII, 4e) 

‚ — ri Inra/r,\t "11,5 

4 )) (VII, 5) 


Sobald die positive Ionenhülle (in ihren Begrenzungsradien r, und r,) nach außen 


a In der bereits erwähnten Arbeit 2%) wurde für ein Zählrohr der Feldstärke- 
; __-verlauf in verschiedenen Zeitabständen graphisch dargestellt. Das Verhältnis 
der gemessenen Ladung pro cm q zur Ladung pro cm @, die ursprünglich infolge 
ö _ der angelegten Spannung U auf dem Zähldraht sitzt, und aus 


folgt, beträgt ¢/Q = 0,87. Zur Ermittlung des Feldstärkeverlaufs wurde folgender 
Rechnungsgang angewendet. Die Bestimmung des Radius r,, der der anfänglichen 
_ &uBeren Grenze der Ionisation entspricht, führt mit Hilfe einer Abschätzung des 
Townsend prozesses in reinem Argon nach Loeb") oder gemäß Gl. (VII, 1) 
; ad und der für den Fiilldruck geltenden mittleren freien Weglänge 2 = 10-*cm auf 

= einen Wert von etwa 0,02 cm bei dem dort benutzten Zählrohr. 
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Da die äußeren Ionen sich sogleich nach Ausbildung der Ionenhülle in einem 
Gebiet höherer Feldstärke als die inneren befinden, werden sie entsprechend der 
Beziehung 


)ISSON- 


v=b-E (VII, 8) 


mit größerer Geschwindigkeit v wandern und die Kathode sehr viel schneller 
als die inneren Ionen erreichen. 6 ist die Beweglichkeit, die für diese Rechnung aus 
der Arbeit von Den Hartog und Muller) entnommen wurde. Die Abhängig- 
keit der Beweglichkeit von der Feldstärke wurde wegen ihres geringen Einflusses 
nicht berücksichtigt. Nach einer kurzen Laufzeit At haben sich r, und r, um Ar, 
und Ar,, wie aus (VII, 8) folgt, vergrößert. Man kann für die neue Lage der Ionen- 
VII, 3) hülle wiederum den Feldstärkeverlauf im Zählrohr ermitteln. Wenn ein solcher 
Sehritt At nicht zu groß gewählt wird, so erhält man durch mehrfache Wiederholung 
einen Überblick über die weitere Wanderung der Ionenhülle. Erreicht man bei 
Fortsetzung der Rechnung den Zeitpunkt, an dem die ersten Ionen an der Kathode 
ankommen, so muß berücksichtigt werden, daß q laufend abnimmt. Man findet 
4 die schon in 2°) mitgeteilte Verbreiterung der Hülle in guter Übereinstimmung mit 
der experimentell bestimmten Breite der entsprechenden Nachentladungsverteilung. 


ng von 


Der Zeitbereich des Eintreffens der Ionen an der Kathode wird durch Diffusion 
II, 4a) um weniger als 10-5 sec verbreitert, wie sich aus einer Abschätzung ergibt. 
VII. Diskussion der Ergebnisse 


(I, 4b) 


Zur Messung der Totzeit 


II, 4c) Aus den beschriebenen Versuchen folgt das neue Ergebnis, daß die Totzeit 
von der Stärke der primären Ionisation eines Folgeereignisses abhängig ist. Die 
Feldstärkeerniedrigung am Zähldraht ist, wie aus (VII, 5) und (VII, 6) ersichtlich, 

TI, 5) proportional g, also nach Wilkinson *) annähernd auch proportional der Uber- 
spannung U,— U,. Mit der Feldstärke sinkt bekanntlich auch die Gasverstärkung 
V ab. Ist jedoch die Zahl der Primärelektronen N eines Folgeereignisses sehr groß, 


11,6) so kann N - V wieder solche Werte annehmen, daß ein wahrnehmbarer Impuls 
entsteht. Wenn man zur Vereinfachung annimmt, daß die Feldstärke nach einer 

vuBen Entladung proportional dem Zeitabstand anwächst, somit also auch die Gasver- 

r An- stärkung mit dem Zeitabstand größer wird, so gilt fiir die Impulsgröße genähert 

ärke- 

ıfolge 


N ist die Zahl der Pıimärionen, ¢ der Zeitabstand, c eine von Spannung und Gas- 
verstärkung abhängige Konstante, t, ist die Zeit, nach der erneut die Bildung einer 
II, 7) Ionenhiille möglich ist (in Abb. 8 ist z. B. t, = 4,3 - 10-4 sec) und U, ist die Im- 
pulsgröße zur Zeit t,. Unterhalb von t, verhält sich das Zählrohr zunächst wie 
eine Ionisationskammer, dann wie ein Proportionalzählrohr. Die hier zu erwar- 


nder 

ro tenden Schwankungen der Impulsgröße sind mit großer Wahrscheinlichkeit fiir 
" pe. die z.B. von Alexander u. a.*) angegebenen Fehler der Totzeitmessung nach 
iI, 1) der Beersschen Methode verantwortlich zu machen, wenn man mit Strahlen- 
1 auf 


*) H. den Hartog and F. A. Muller, Physica 15, 789 (1949), 
31) D. H. Wilkinson, Physic. Rev. 74, 1417 (1948). ea 
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gemischen — also mit stark schwankender primärer Ionisation — arbeitet. Die 
Empfindlichkeitsgrenze des benutzten Verstärkers spielt hier eine große Rolle, 


Eine geringe Ansprechwahrscheinlichkeit innerhalb der Erholzeit wurde auch 
von Smith ®?) angegeben. Diese kann mit der obigen Beobachtung erklärt werden, 
Als eine mögliche weitere Ursache ist denkbar, daß ein ausgelöstes Elektron auf 
seinem Weg zum Zähldraht beim Durchqueren der positiven Ionenhiille wegen 
des großen Stoßquerschnittes der geladenen Teilchen im Dreierstoß eingefangen 
wird. Wäre z. B. primär nur ein Elektron ausgelöst worden, so könnte dann natür- 
lich kein Zählstoß mehr entstehen. Diese Möglichkeit würde jedoch im wesent- 
- Jichen nur gegeben sein, wenn die Ionenhülle noch in der Nähe des Zähldrahtes 

ist und die Dichte der positiven Ladungsträger große Werte hat. 


Die bekannte Tatsache der Abnahme der Totzeit bei hohen Stoßzahlen, die 
durch die Aufnahmen in der vorausgegangenen Arbeit *°) veranschaulicht wurde, 
kommt so zustande, daß daß bei Auslösung eines Impulses mit kleinem Zeit- 
abstand die Ladungsmenge der neuen Ionenhülle durch die Raumladungswirkung 
der älteren gering ist. Der Wiederanstieg der Feldstärke erfolgt aber nicht nur 
durch das Abwandern der neuen Hülle, sondern wird durch die Neutralisation der 
äußeren wesentlich beschleunigt. Die wirksame Totzeit ist dadurch kleiner. 


Die in der Abb. 12 wiedergegebenen Messungen ergeben einen größeren Wert 
für die Totzeit bei wachsender Spannung. Aus den in der Literatur vorliegenden 
Ergebnissen wäre das umgekehrte Verhalten zu erwarten. Dies kann daran liegen, 
daß die Messungen der Totzeit mit Verstärkern von begrenzter Eingangsempfind- 
lichkeit durchgeführt wurden. Hierdurch können bei niedrigen Betriebsspannungen 
die kleineren Amplituden nicht registriert werden. Bei der vorliegenden Methode 
werden sie dagegen noch erfaßt. Außerdem sind immer nur Relativwerte dar- 
gestellt. 
fice Zur Messung der Nachentladungsverteilung 


u Ein ideal gutes Zählrohr sollte keine Nachentladungen haben. Praktisch ist 
_ dies nicht erreichbar. Es gibt folgende Ursachen für Nachentladungen *): 


1. Photonen 


Wenn die Absorption der durch Stoßanregung und Stoß zweiter Art entste- 
henden Lichtquanten im Dampfzusatz nicht groß genug ist, so können Elektronen 
durch Photoeffekt an der Kathode ausgelöst werden. Auf diese Weise können 
schon bei relativ niedrigen Spannungen Dauerentladungen bzw. Mehrfachent- 
ladungen auftreten. Colli und Facchini°*) haben diese Vorgänge in neuerer 
Zeit genauer untersucht. 


2. Auslösung von Elektronen durch positive Ionen Me 


Bei der Neutralisation der positiven Ionen kénnen Sekundärelektronen mit 
einer Wahrscheinlichkeit y, bekanntlich nur durch solche Ionen ausgelöst werden, 


s) P. B. Smith, Rec. sci. Instrum. 19, 453 (1948). 
3) Von der Möglichkeit der Auslösung von spontanen Überschlägen bei nicht gleich- 
mäßiger Oberfläche des Zähldrahtes (also z. B. bei vorhandenen Men) sei hier abge- 
sehen. 
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gilt. U, ist die Ionisierungsspannung, e U, die Austrittsarbeit der Kathode. 
Diese Bedingung erfüllen zumeist die Edelgasionen, während der Dampfzusatz 
so auszuwählen ist, daß die Dampfionen ihr nicht genügen, wie bereits Korff 
und Present ®) feststellten. Wegen des Ladungsübergangs kommt nur ein Bruch- 
teil der in Drahtnähe entstandenen Edelgasionen an der Kathode an. Ihre Zahl 
sei N,. Um wenig Nachentladungen zu haben, muß daher gelten salen 


Ny<l. 


Hieraus ist zu erwarten, daB die Nachentladungszahl proportional der spezifischen 
Ladung und damit proportional der Uberspannung zunimmt, wenn man von dem 
stärkeren Anwachsen bei höheren U berspannungen absieht. Dieses stärkere An- 
wachsen am Ende des Konstanzbereichs und der Übergang zur Dauerentladung _ 
entsteht durch Wirkungen infolge der höheren Anregung und mehrfacher Ioni- 
sierung in der Nähe des Zähldrahtes, wodurch noch mindestens ein weiterer Me- 
chanismus für die*Auslésung von Nachentladungen wirksam wird. Da die Edel- 
gasionen im wesentlichen an der Innenseite der Hülle entstehen (größere Ionisierungs- 
arbeit), befinden sie sich beim Beginn der Ionenwanderung in einem Gebiet nied- 
rigerer Feldstärke als die Dampfionen. Wenn ihre Beweglichkeit größer ist als 
die der Dampfionen, werden sie sich langsam in der Hülle weiter nach vorn schieben. 
Würden sie aus der Hülle herauslaufen, so kämen sie in ein merklich schwächeres 
Feld und würden somit von der Hülle wieder eingeholt werden können. Dadurch 
ist eine gewisse Stabilität der vorderen Begrenzung gegeben. So ist zu erwarten, 
daß die Nachentladungsverteilung die Ankunft der Ionen an der Kathode wider- 
spiegelt, wenn die Beweglichkeiten der Edelgas- und Dampfionen sich nicht so 
stark unterscheiden, wie dies im Fall des Neonzählrohres Nr. 22 (Abb. 18) der 
Fall ist. Man ist also berechtigt, aus der Breite der Verteilungskurve der Nachent- 
ladungen auf eine auseinandergelaufene Ionenhülle zu schließen, wie sie ja auch aus 
der Näherungsrechnung im Abschnitt VII folgt. Die Flanken der Verteilungskurven 
sind durch Diffusion abgerundet. Wilkinson**) kommt auf Grund von Messungen 
von Fenton und Fuller?*) zum gleichen Schluß. Die von ihm berechnete zeit- 
liche Ankunftsrate der Ionen kann mit den hier gefundenen Resultaten jedoch nicht 
in Einklang gebracht werden. Die Vernachlässigungen, die Wilkinson benutzt, 
erscheinen daher nicht völlig berechtigt. 


Die Wahrscheinlichkeit für die Auslösung von Doppelnachentladungen, die 
zum Auftreten eines zweiten Maximums in der Verteilungskurve führen, ist ab- 
hängig von der Ladungsmenge der ersten Nachentladung, also von deren Lage 
innerhalb der Erholzeit. Daher kann ein zweites Maximum, wie auch aus Abb. 22 
abzulesen ist, nicht die aus dem ersten Maximum erwartete Höhe haben. Es wird 
außerdem nicht im doppelten Zeitabstand des ersten Maximums, sondern im zwei- 
fachen Abstand der größeren Nachentladungen an der Endflanke des ersten Maxi- 
mums zu erwarten sein. Hierdurch ist es auch nicht so breit, wie man es erhalten 


») 8, A. Korff and D. W. Present, Physic. Rev. 65, 274 (1944), 
38) D. H. Wilkinson, Rev. sci. Instrum. 28, 463 (1952). Saat, 
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würde, wenn diese Abhängigkeit von der Amplitude nicht bestünde. Für das dri 
Maximum gilt das gleiche. 


£ Zr Die Verbreiterung der Nachentladungsverteilung mit steigender Spannung hat 

u - ihre Ursache in der Zunahme der Ladungsmenge pro cm. Dies kann mit Hilfe 

der Formeln (VII,4a—c), (VII,5) und (VII, 8) geprüft werden. Größeres g 

are," bedingt einen größeren Unterschied zwischen Front- und Schlußfeldstärke, 

ae Während hierdurch die vorderen Ionen sehr viel schneller die Kathode erreichen, 

laufen die letzten in einem stark geschwächten Feld. Ihre Geschwindigkeit ist 

so lange kleiner, als noch keine Ionen neutralisiert sind. Dann aber erreicht die 

_ Feldstärke vor der Kathode ebenfalls Werte, die wegen der größeren Betriebs- 

spannung höher liegen. So wird der größere Zeitaufwand der inneren Ionen für 

‘den ersten Teil ihres Weges durch höhere Geschwindigkeit auf dem letzten Teil 

ausgeglichen. Der Zeitpunkt des Abfalls der Nachentladungskurve verschiebt 

ay sich hierdurch bei höheren Spannungen kaum merklich zu kürzeren Zeitabständen, 
P Die Erholkurve zeigt ein ähnliches Verhalten, wie aus Abb. 7 folgt. 


3. Negative Ionen 


Nachentladungen können durch solche negativen Ionen entstehen, die ihr 
Elektron in Gebieten hoher Feldstärke wieder verlieren. Die Anlagerungswahr- 
scheinlichkeit der in Frage kommenden elektronegativen Gase muß also für große 
Werte von E/p wieder abnehmen. In Abb. 23 ist für O, und H,O die von Healey 
und Reed*) gemessene Anlagerungswahrscheinlichkeit Neuere 

Messungen, z. B. von Doeh- 
Gy ring*8) sind leider nicht bis zu 
024 den hier interessierenden E/p- 
022 H,0 Werten fortgesetzt worden. In 
09 einem Zählrohr mit p= 100 Torr 
= hat man an der Kathode einen 
Ot E/p-Wert von etwa 2 V/cm Torr, 
ont in einem Abstand von etwa 
an 1 mm vom Draht ist E/p von 
008 der Größe 25 V/cm Torr. Nahe- 


006 7) zu im gesamten Zählvolumen 
00% 


ist also die Anlagerungswahr- 

002 scheinlichkeit groß. Im Fall 
246 B MY von Sauerstoff kann bei E/p- 
Werten von 30 V/cm Torr ein 

angelagertes Elektron in Frei- 
heit gesetzt werden. Dieser Wert 
würde im Zählrohr bei etwa 0,07 cm Abstand vom Draht erreicht. Ein hier 
befreites Elektron kann dann im Abstand von etwa 0,02 cm durch Stoß- 
ionisation weitere Ionen bilden und eine Entladung auslösen, deren Zeitabstand 

h vom ionisierenden Ereignis infolge der geringen Ionenbeweglichkeit in der 
fr Pro: Größe von einigen 10-‘sec liegt. Auch Wasserdampfmolekeln können primäre 


Abb. 23. Anlagerungswahrscheinlichkeit von Elek- 
_tronen in O, und H,O nach Healey und Reed’”) 


37) R. H. Healy and J. W. Reed, The Behavior of Slow Elektrons in Gases Gag 


Ban 38) A. Doehring, Z. Naturforschg. 7a, 253 (1952). BR Br 
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Elektronen wegfangen. Die so entstandenen negativen Ionen wandern jedoch 
zum Draht, ohne daß sie eine Entladung verursachen können, weil die Energie, 
die ein negatives Ion pro mittlere freie Weglänge aufnehmen kann, zur Stoß- 
ionisation nicht ausreicht. Daß bei Zählrohr Nr. 44 bei Erhöhung der primären 
lonisation eine wesentliche Zunahme der Nachentladungszahl erfolgt, kann 
also an einer Verunreinigung der Zählrohrfüllung mit O, liegen. Die zweite 
Beobachtung, daß bei größerer Röntgenimpulsspannung die Nachentladungen 
kürzere Zeitabstände haben, kann folgendermaßen gedeutet werden: Die von der 
Röntgenstrahlung ausgelösten Photoelektronen haben bei höherer Spannung 
größere Reichweite, außerdem wird die Ionisierung im Gasraum größer. Hier- 
durch entstehen negative Ionen nicht nur in der Nähe der Kathode, sondern auch 
im übrigen Gebiet des Zählrohres. Die zwischen Anode und Kathode entstandenen 
brauchen natürlich weniger Zeit, um den kritischen Abstand von 0,07 cm des 
obigen Beispiels zu erreichen. 


Ob noch andere Gase oder Dämpfe ein ähnliches Verhalten wie O, zeigen 
können, kann hier noch nicht entschieden werden. Die Frage muß einer systema- 
tischen Untersuchung vorbehalten bleiben. 


Wenn die von Willard und Montgomery”) vermutete Bildung negativer 
Ionen bei der Neutralisation der positiven Ionenhülle an der Kathode in merk- 
lichem Umfang stattfinden würde, so dürfte das erste Maximum nur klein sein, 
während das zweite Maximum stärker hervortreten müßte. Auf jeden Fall müßte 
die aus dem Verhältnis der Gesamtzahl des ersten Maximums zur Zahl der echten 
Entladungen folgende Wahrscheinlichkeit kleiner sein als das entsprechende Ver- 
hältnis des zweiten zum ersten Maximum. Das wurde aber bei keinem der ge- 
messenen Zählrohre gefunden. Wenn auch in andersartigen Versuchen die Bildung 
negativer Ionen bei der Neutralisation schon beobachtet worden ist, so müssen 
diese ja noch die sehr spezielle Eigenschaft haben, ihr Elektron in hohen Feldern 
wieder abzugeben. 


4. Metastabile Atome und Moleküle 


Wenn Nachentladungen mit größerem Zeitabstand als dem des letzten aus- 
geprägten Maximums auftreten, so liegt die Vermutung nahe, daß sie durch meta- 
stabil angeregte Atome und Moleküle verursacht sind, die nach Diffusion zur 
Zählrohrwand oder auch im Gasraum durch Stoß zweiter Art Elektronen ausge- 
löst haben. Zur Erfassung solcher Nachentladungen wäre die Messung der Nach- 
entladungsverteilung in größeren Zeitabständen, als in der a Arbeit 


geschehen, erforderlich. A: 


Es werden mit Hilfe von 
Durch die Möglichkeit der Wahl des Zeitpunktes einer Entladung gelingt es, ver- 
schiedene Bedingungen des Entladungsablaufes genauer kennen zu lernen und 
Einsichten in die Ursachen der störenden Nachentladungen, die als solche einzeln 
erkennbar werden, zu gewinnen. 


Die neu entwickelte Röntgen-Impuls-Apparatur enthält als Steuerorgan ein 
Hochspannungsschaltventil, das mit kurzen Rechteckimpulsen geöffnet werden 
kann. Die Erzeugung dieser Steuerimpulse wird in einem von einem Schwebungs- 
summer über einen Verstärker betätigten Multivibrator erreicht. Es lassen sich so- 
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wohl Einzelimpulse als auch periodische Einfach-, Zweifach- und Dreifachimpulse 
auslösen, deren Zeitabstand gegeneinander verschiebbar ist, wobei die Frequenz 
zwischen 20—20000 Hz variiert werden kann. Die Zeitbreite der Rechteck- 
impulse läßt sich je nach Frequenz im Intervall von 1 - 10-5—2 - 10”? sec ein- 
stellen. Die wesentlichen Bedingungen für eine der Steuerimpulsform entspre- 
chende Form des Röntgenimpulses werden erörtert. Mit Hilfe der Spannungs- 
_ einstellung zwischen 0—60 kV und der Änderung der Heizleistung der Röntgen- 
röhre läßt sich die Intensität der Röntgenimpulse in bestimmten Grenzen ändern. 
Impulsstromstärken bis über 100 mA sind erreichbar. 


Die benutzten Versuchszählrohre werden kurz beschrieben und ihre Charak- 
teristiken mitgeteilt. Es wird gezeigt, wie die wahre Einsatzspannung (Beginn der 
Bildung einer Ionenhülle) aus einer Beobachtung der Zählrohr-Impulsamplitude 
bei allmählicher Änderung der Röntgen-Impuls-Intensität bestimmt werden kann. 


Es ergibt sich bei Messungen mit Doppelimpulsen, daß die Totzeit im Zähl- 
rohr nicht allein von der Überspannung abhängt, sondern daß sie auch von der 
Primärionisation des Folgeimpulses beeinflußt wird. In Abschnitt VIII wird eine 
Beziehung angegeben, die den Zusammenhang beschreibt. Bei Messungen mit 
Dreifachimpulsen läßt sich leicht zeigen, daß die Totzeit von der Amplitude des 
vorausgegangenen Impulses abhängt. Die Wirkung mehrerer Ionenhiillen wird 
diskutiert. 


Eine Messung der Nachentladungsverteilung ermöglicht es, Schlüsse auf die 
Ursachen der Nachentladungen zu ziehen. Es wird eine Meßanordnung benutzt, 
die Zählrohrimpulse nur während wählbarer, periodisch aufeinanderfolgender 
Zeitintervalle zur Registrierung weiterleitet, wobei die zeitliche Durchlaßbreite 
verändert werden kann. Die Impulszählung erfolgt mit einem 2"fach-Unter- 
setzer. Zwei Ursachen von Nachentladungen können deutlich unterschieden 
werden, einmal die Auslösung durch Aufprall der positiven Ionen auf der Kathode 
und dann die Auslösung durch negative Ionen, die ihr Elektron in Drahtnähe ver- 
lieren. An einem Zählrohr mit verhältnismäßig steiler Charakteristik werden drei 
Maxima in der Entladungskurve gemessen. Mit der Röntgen-Impuls-Apparatur 
gelingt es so, Zählrohre auf ihre Qualität zu prüfen und vor allem die Ursachen 
einer starken Nachentladungsneigung zu erkennen. 


a 


Aus der zeitlichen Breite des Auftretens der Nachentladungen kann auf eine 
im Feld auseinanderlaufende Ionenhiille geschlossen werden. Durch eine theore- 
tische Betrachtung des Feldverlaufs mit Raumladung wird fiir eine idealisierte 
Ionenhülle gezeigt, daß sie zwangsläufig auseinanderlaufen muß. 


In einer ausfiihrlichen Diskussion werden die Ergebnisse und ihre Deutung 
mit den Resultaten anderer Autoren verglichen und Vorschläge fiir die Behebung 
und Aufklärung von einigen Unstimmigkeiten in den Auffassungen von Einzel 
fragen des Entladungsmechanismus im Zählrohr gemacht. 


g 
und fiir sein stets férderndes Interesse besonders danken. Herrn Professor Dr. W. 
Schiitz bin ich fiir mehrere niitzliche Hinweise, Herrn Dr. Lehmann und 
Herrn Dipl. Math. Wenzel für einige anregende Diskussionen sehr zu Dank ver- 
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pflichtet. Dank und Anerkennung für ausgezeichnete Arbeit beim Bau der Zähl- 


rohre und der verschiedenen in der Institutswerkstatt angefertigten Apparaturen 
möchte ich Herrn W. Müller, Herrn H. Rudolph und Herrn E. Stahl sowie 
für Mithilfe bei Photoarbeiten Herrn W. Se hrödel aussprechen. 


Jena, Technisch-Physikalisches Institut der Universität. 
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Hyperteinstrukturen im Iridium I-Spektrum 
und vu ey der stabilen Iridium-Isotope 


Von Winrichv. Siemens 


> In einer mit flüssiger Luft gekühlten Schüler-Hohlkathode ist das Iridiumspek 
angeregt und mittels eines Fabry-Perot-Interferometers im Spektralbereich 3900 
6300 A auf Hyperfeinstruktur untersucht worden. 40 Linien, bei denen eine Aufspal 
gefunden wurde, sind am Komperator vermessen und bei 33 Linien ist die In 
verteilung photometrisch registriert worden. 


Aus den Linienstrukturen wird die Kerndrehimpuls- Quantenzahl sowohl für Ir 
(durch Abzählen der Komponenten) als auch für Ir 191 (durch Intensitätsmessung) 
I = 3/2 bestimmt. Ferner ergibt sich für das Verhältnis der magnetischen Momente 
der Quadrupolmomente der Kerne beider Isotope: 


= 1.0 + 0,1; = 1,0 + 0,3. 


Aus den Aufspaltungsfaktorne einiger geeigneter Terme — insgesamt werden die A- 
B-Faktoren fiir 18 Terme angegeben — wird. 


Pigs = + (0,2 + 0,1) K.M. und Q,,, = + (1,5 + 1) - 107% cm? 
abgeschätat. 


Eine eingehende Untersuchung der Isotopie-Verschiebung im Iridium-I-Spektrum® 
führt zu einer Neubestimmung der Elektronenkonfiguration für einige Terme und zur 
der Isotopieverschiebungs-Konstanten 


B Cexp = (130 + 30) - 10 


Die Kenntnis der Kernmomente der beiden 
und „Ir ist im Hinblick auf das Schalenmodell der Atomkerne von Bedeutung 
da die unter der magic number 82 liegt. 


eignet, während Messungen alt Er run vor allem wegen der kleinen 
magnetischen Kernmomente vermutlich erhebliche Schwierigkeiten bereiten 


en Die älteren, aus Untersuchungen einiger ultravioletter Iridium-Linien gezoge- 
=: nen Schlüsse von Venkatesachar und Sibaiya [VS35], [8:39] standen teilweise 

ne in Widerspruch zu den inzwischen wesentlich gefestigteren Vorstellungen über cen 
fe 2 Aufbau der Atomkerne und den Verlauf der Isotopieverschiebung (Is. V.) der 
ae schweren Elemente. Desalhb wurde das Ir-Spektrum im sichtbaren Bereich 


3 
ae oe * 
U 
3 
D 
x 
- 
7 
bis 
ung 
"AR 
und? 
~ ~ 
Ne 
eitung 
-. 
5 
3 


, 
= : 


und 
Spe 
GH 
Inte 
Inte 
von 
nen 
Ein 
strc 
lich 
diff 
Sor 


We 


str 


W.v. Siemens: Hyperfeinstrukturen im Iridium I-Spektrum 


(3900—6200 A) !) eingehend untersucht und auf Größe der Drehimpuls- Quanten- 
zahlen, magnetischen Momente und Quadrupolmomente der Kerne beider Isotope 
sowie der Is. V.-Konstanten ausgewertet. Zugleich konnten für einzelne Fein- 
strukturterme die Elektronen-Konfigurationen bestimmt werden?)?). 


2. Versuchsanordnung 


Als Lichtquelle diente eine mit flüssiger Luft gekühlte Schüler -Hohlkathode 
nach Kopfermann, Krüger und Oehlmann [KKO49] aus Aluminium, deren 
Bohrung von 8 mm@ und 25 mm Tiefe mit Iridiumblech*) ausgekleidet war. Die 
Entladung brannte in Ne (1,5 Torr), Ar (0,75 Torr) oder einem Gemsich von Kr 
und He (Partialdruck-Verhältnis px,:pye = 1:3, Gesamtdruck 0,6 Torr). Der 
Spektralapparat bestand aus einem Steinheilschen 3-Prismen-Glasspektrograph 
GH (Kamerabrennweite 640 mm) als Vorzerleger und einem Fabry-Perot- 
Interferometer®) in innerer Aufstellung. Durch Variation des Abstandes der 
Interferometerplatten zwischen 15 und 50 mm und der Entladungsstromstärke 
von 100 bis 40 mA wurde erreicht, daß im ganzen Spektralbereich Hfs-Kompo- 
nenten gleicher Intensität im Abstand von 40 - 10-3 em! eben aufgelöst und in 
Einzelfällen auch geringere Abstände vermessen werden konnten. Auch bei höheren 
Stromstirken (bis 400 mA) wurde keine Selbstabsorption beobachtet. Die Be- 
liehtungszeit betrug bis zu 4 Stunden; außerdem wurden die Platten®) z. T. mit 
diffusem Licht schwach vorbelichtet und erhielten in einem Stufenblendenkonden - 
sornach Hansen Schwärzungsstufen in gleicher Belichtungszeit und etwa gleichem 
Wellenlängenbereich (durch Schott-Filter) wie die Spektralaufnahme. 

3. Die Hyperfeinstruktur der Linien 

Mit Hilfe der Wellenlängentafeln von Meggers [Me25] und des Massachusetts a 
Institute of Technology [|MIT'32! sowie der Termtabelle des Ir I-Spektrums von 
Albertson [4138]’) wurden die aufgenommenen Ir-Linien identifiziert. Die 
Linien mit aufgelöster Hfs sind auf mehreren mit verschiedenem Etalonabstand 
aufgenommenen Platten am Komparator vermessen worden. Außerdem wurde 
die Intensitätsverteilung einer Reihe von Linien photometrisch registriert, wo- 
durch in vielen Fällen bessere Aussagen über die Lage unvollständig aufgelöster 
Komponenten gemacht werden konnten. 


Eine Übersicht über die gefundenen Hyperfeinstrukturen der Linien gibt 
Tabelle 1, in deren Spalte III für jede aufspaltende Linie die gegenseitige Lage und 


1) Außerdem stellte P. Brix einige von ihm aufgenommene Platten mit dem Spek- 
tralbereich 3500—3800 A zur Auswertung zur Verfügung. 

*\ Ein Teil der hier vorgelegten Ergebnisse ist bereits in [Ss50] enthalten und liegt 
der vorläufigen Mitteilung [BKS50] zugrunde. 

3) Die magnetischen Momente und Quadrupolmomente der beiden Iridiumkerne 
sind inzwischen auch aus zwei Linien im Ultraviolett von Murakawa und Suwa [MS52] 
bestimmt worden (vgl. auch Anm. +) Seite 140 und Anm. 3) Seite 156). 

4) Bezogen von der Heraeus G.m.b.H. Platinschmelze Hanau. 

5) Die Silber- und Aluminium-Verspiegelungen wurden im Institut von M. Krause 
hergestellt. 

6) Je nach Spektralbereich wurden Persenso, Peromnia oder Spektralplatte 680 
von Perutz verwendet. 

7) Dieser Termtabelle sind die im folgenden verwendeten Termbezeichnungen und 
-humerierungen entnommen. 
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Tabelle 1 
Hyperfeinstruktur von Ir-Linien 
Erklärung zu den Spalten: 
l. Es sind alle Linien aufgeführt, über deren Hfs Aussagen gemacht werden können, 
II. Numerierung und J-Werte der Terme nach [A138]. 
III. Die Fehlergrenze für die Lage der Maxima beträgt im Mittel + 2 - 10% em", 
Die in Klammern beigefügten Intensitätsangaben sind den Photometerkurven entnommen, 
bei nicht photometrierten Linien unter Berücksichtigung theoretischer Erwartungen ge- 
schätzt. Die Gesamtaufspaltung, die die durch „schmal“ und „breit‘“ abgeschätzten, 
nicht aufgelösten Strukturen unterscheidet, liegt bei 40 - 10° cm~!. Bei den ‚‚breiten“ 
Strukturen sind durch Kernmomentausfpaltung hervorgerufene Weiten von 100 - 103 em! 
möglich. 

LV. Negatives Vorzeichen der Isotopieverschiebung in den Linien heißt: Das leichtere 
Isotop (Ir 191) ist nach steigender Wellenzahl verschoben. Die Fehlergrenze beträgt 
etwa +2 - 10% em!, sofern die Werte nicht als unsicherer gekennzeichnet sind. 

V. Die Spalte enthält Hinweise auf die in Abb. 6 dargestellten Strukturtypen. Ne- 
gatives Vorzeichen heißt: Die beobachtete Struktur entspricht dem in Abb. 6 dargestellten 
Typ spiegelbildlich. 

IV. Bedeutung der Abkürzungen: „Sib“: Die in Spalte III aufgeführte Struktur ist 
von Sibaiya [Si39] angegeben. ‚ph‘: Die Linie ist photometriert worden. ,,A5“ bzw. 
„13°: Weitere Angaben über die Struktur der Linie siehe Abb. 5 bzw. Tabelle 3. 


I 11 111 IV Vv VI 

A Feinstruktur- Is.V. Typ Bemerkungen 

in A Übergang 
2639,71 | Ip — 47% | 0(2) 83(1) —83 | a, Sib 
2664,79 lg 45, breit Sib 
2694,23 29/2 5631/2 | schmal ~0 | Ay Sib 
2797,70 29/0 529 5 schmal ~0 | a Sib 
2824,45 | 2). — 508 breit | Sib 
2849,73 | — 405% 002) 82(1) 82) a, Sib 
2924,79 38 1/2 —118, —65, 0, +60 (~--60) d, Sib; A9;T7b 
3513,65 | Igio — 31jijo | —145(4), —74(7), 0(10), +61,(8) —59| e ph; A9; T7a 

—151, —80, 0, +32, +72 Sib;*) 
3747,20 Yun — 38 schmal ~0 Ay 
3800,12 | — 268 | — 937), —45(8), 0(10), +59(4) 60 | d, | ph; A9; T2,% 
—98, —53, 0, +66 Sib;*) 

3902,51 29/2 31 /2 schmal ~0 Ay ph 
3915,38 | — schmal ao ph 
3934,84 — 34918 —64(2), 0(10), +45(7) 45 | e, | ph; A9; T7b 
3946,27 | 16,5 — 641 0(10), 107(6) | ++) 
3976,31 | 12, — 509. breit | ph 
3992,12 | — 395, schmal 
4020,03 | 263). —12511/2 —65(5), 0(10) ~0 | ph; AQ; T7b 
4033,76 | 1272 — 47% schmal ~0 a | ph 
4040,08 | 45). — 32%), schmal ~0 a 
4059,23 | — 52%» 0(10), 796) |-9| a 
4069,92 | 11s). — 45%, —69(7), 0(10), +65(4) \~ -65 A9; T7b 
4070,68 | 435 2 0(10), 44(5) 
4092,61 | 12, 457 /8 schmal My ph 
4115,78 | 139 — 509,8 0(10), 121(6) a, 
4130,10 | 5; — —68(10), 0(7) Co A9; T7b 


I 


in A 
4166,0 
4172,5 
4197,5 
4217,7 
4259, 1 
4268,1 
4286, 
4301,¢ 
4310, 
4311,2 
4351, 
4399, 
4403, 
4426,: 
4478, 
4532, 
4545, 
4548, 
4568, 
4616, 
4640, 
4656, 
4728, 


4131, 
4756, 
4757 
4778 
4795 
4840 
4845 
4938 
4970 
4999 
5002 
5004 
5009 
5014 
5107 
5128 
5131 
517 
523% 
534 
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Tabelle 1 (Fortsetzung) 
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I IV V1 

Feinstruktur- Is.V. Typ Bemerkungen 

in A Übergang in 10-3 em! 

1166.04 | 752 — 3% 1% | breit | | 
4172,56 | 15/8 59319 breit 
4197,54 93/2 42° schmal 0 Ay +) 
117,76 | 558, | breit 
459,11 2693/2 | breit ph 
4268.10 | — | —40(10), 0(10), + ph; A9; T7b 
4286,62 breit = 
4301,60 153,2 schmal ~0 Ay 
4310,59 10572 10, schmal Ay 
4311,50 | 75/2 362) breit ph 
1399,47 | 319,72 —1251:1/ —33(10), 0(7) owl by ph; A9; T7b 
4403,78 105, 395 breit ph 
4496,27 | — 388,4 schmal | - 
4478,48 | 12,72 41,, breit 
1692,87 | 145/2 — 49, breit | 
4545,68 | 12; 409,2 | breit | 
4548,50 | 32%). — 187972 | _141(7), — 989), —48(11),013) ~0 | | 
4568,09 83/2 333 /2 —57(4), 0(10), +62(10) ph 
4616,39 105). — 37% | breit ~—20 ph; A9; T7b 
4640,08 177) —40(8), 0(10), +50(6) 55 ph; T7b 
1656,19 | 1892 — | 0(10),  88(6) 88 | a, 
4728,86 | 139 — | 0010), 746) als | phs FL 
4731,86 153j2 — 465) | breit 
4756,46 | 372) | 6 2(6) 62 | a, 
4757.96 | 16,, — 46%. | 120(6) ++) 
4778,16 | 11,4 — 37% 35(10), 0(7 7), +52(6), +89(4) 87 | b, | ph;A2,9;T7b 
4795,67 | 105 — 365,8 111(7), —67(8), 0(10) ~0 d, | ph;A3, 5, 9;T3,7a 
4840,77 | 25/2 — 32r/0 schmal ~0 ay | ph 
4845,38 | 97, — 33$/2 -90(3), —48(8), 0(10) ph 
4938,09 | 105) 33378 —65(10), 09 ~0 % ph;A9;T3,7b 
4970,48 | 115) 3653/2 73(6), 0(10), +66(4) CT & ph;A 7,9; T2,7a 
4999,74 | 34975 — 1379/82 86(10), 0(7) ~0 | | ph;A9;T3,7b 
5002,74 | — 145(10), —91(9), 0(10) ~0 dy | ph;A4,9;T3,7a 
5004,39 | 12;). — 365/0 schmal ~0 | 
5009,16 58(6), 0(10), +52(4) 52 | | ph 
5014,98 | 1392 — 377% 0(10), 90(6) -90 | a, 
5107,43 | 18,75 — breit 
5123,66 | 115,5 — 333/2 5(6), 0(10), +61(4) & A9; Tb 
5131,53 | 419) — 15307 | 010), 676) 
177,95 | — 4172 | m, 36(10) ~0 |—cy | A9; T7b 
5238,92 | — | schmal & 
5340,74 | 235). — 6553/2 | schmal ~0 | a 
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Tabelle 1 (Fortsetzung) 


I 11 III IV VI 

Lage der Intensitätsmaxima Is.V 
in A Über (relative Intensität) 
gang in 10-3 em 


Typ Bemerky 


5364,94 | — 5030 0(10), 131(6)++) 131 | a, | ph 
5382,48 1397 — 349,8 0(10), 62(6) 62| a, 

5385,60 505, — —68(6), 0(10) +68 

5449,50 —125,1/8 breit ph 
5454,50 breit ph 
5459,63 sj2 — —51(10), 0(6) ~0 © | ph;A9; 
5469,40 20117 — 475/72 | —40(10), 0(9), +50(6), +90(5) -90 | 

5625,55 | 14,7 — 37718 0(7), 32(10) A9;T7b 
5687,36 | 115). — 323). | —51(7), 0(10), +56(4) —58 | ec ph; A9; 
5894,06 145). — 363).  —50(2), —22(4), 0(10), 47(1) ~0 ph; A9;T 
6026,10 | 139). — 327) 0(10), 69(6) —69 re 
6067,83 | 561172 —17 19/2 | schmal ~0 


6110,67 | 145.0 — 33378 breit 


+) Die Angaben von Murakawa und Suwa [MS52] über die Strukturen der Linie 
73514 A und 23800 A beziehen sich auf die Lage der Komponenten der einzelnen Isotoy 
und sind mit den Angaben in Tabelle 7a dieser Arbeit zu vergleichen. Während hierbe 
eine — wenn auch mäßige — Übereinstimmung der Ergebnisse festzustellen ist, kann d 
von Murakawa und Suwa behauptete Dublett-Struktur der Linie 4 4198 A (93/2—42})9 
deren Komponentenabstand mit 261 - 103 em”! angegeben wurde, nicht bestätigt werd 
Die Gesamtaufspaltung dieser Linie beträgt höchstens 50 - 10” cm~. Eine Aufspaltu 
des Terms 42,, von etwa 260 - 10 cm™, wie sie von jenen Autoren angenommem 
werden mußte, ist auch deshalb ausgeschlossen, weil die Linie 4 5239 A (15372 — 4 
ebenfalls keine meßbare Hfs zeigt. Die Diskrepanz könnte auf eine Verunreinigung n 
Ru zurückzuführen sein. } 

++) Aus den Intensitätsverhältnissen der beiden Komponenten in 2 3946 A (161) b 
64},.) bzw. 2 4758 A (161/2 — 469/,) kann nicht darüber entschieden werden, ob die Strub 
turen durch Is.V. oder eine Kernmomentaufspaltung des Terms 16 hervorgerufen werden 

+) Diese Linie zeigt als einzige ohne Is.V.zu besitzen 4 Komponenten; sie ist als Ube 
gang zwischen hochliegenden Termen in der Hohlkathode nur schwach angeregt 
zudem auf den Aufnahmen durch Nachbar- und Untergrundlinien gestört. 

+t) Breite Komponenten. i 

*) Das schwache Maximum bei +47 - 10°? em! in der Linie 7 5894 A ist eine Nebe 
komponente (s. Fußnote") auf Seite 149), die dem Hfs-Übergang 

(145/2 F = 3) — (36%), F = 4) 

zuzuordnen ist (vgl. Abschnitt 7). Die Maxima —50 (2), —22 (4), 0 (10) ergeben zusamn 
eine Intensitätsverteilung, die derjenigen des Strukturtyps e, entspricht. 


relative Intensität der beobachteten Schwärzungsmaxima geordnet nach steigende 
Wellenzahl aufgeführt ist. Als Bezugsmaximum wurde einheitlich dasjenige ges 


4. Deutung der beobachteten Strukturen 


Bei Betrachtung der Tabelle 1 fällt auf, daß es eine größere Anzahl Linien gibt, 
deren Hfs aus 2 Komponenten im Intensitätsverhältnis 10:6 besteht. Als Ver 
treter dieses Typs, der in Tabelle 1 mit a, gekennzeichnet ist, wurde A 4729Ä g . 
nauer untersucht. Ausplanimetrieren der quadratisch entzerrten und auf Inte 
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sität umgezeichneten Photometerkurve (Abb. 1) ergab, daß die schwächere Kom- 
ponente 40%, der Gesamtintensität enthält. Dies entspricht im Rahmen der 
Meßgenauigkeit dem Anteil des Isotops 191 (38,5%). Es liegt nahe, solche Struk- 
turen als reine Isotopieverschiebung zu deuten, wobei die Kernmomentauf- 


0 


M 


Abb. 1. EntzerrtePhotometer- Abb. 2. Entzerrte Photometerkurve der 
kurve der Hfs der Ir I-Linie / Hfs der Ir I-Linie A 4778 A. Die Linie 
4729 A. Die Linie zeigt nur zeigt Is. V. und unvollkommen aufgelöste 
Is. V., die Kernmomentauf- Kernmomentaufspaltung (Typ 0,).Inten- 
spaltung ist nicht aufgelöst sität J in willkürlichen Einheiten KL 
(Typ a,). Intensität J in will- 


kürlichen Einheiten 


spaltung nicht aufgelöst ist. Bei den meisten dieser Linien liegt das schwächere 

Isotop nach größerer Wellenzahl in einem Abstand von etwa 80 - 10~* cm~?. 
Einen Schlüssel zum Verständnis der Hfs im Ir-Spektrum liefert die Linie 

A4778 A (115).—37;/2), deren Struktur (Typ 6,) aus zwei Komplexen im Abstand 


4 


a 


Abb. 3. Entzerrte Photometerkurve der Hfs der Ir I-Linie 2 4796 A. Beispiel für eine 

Linie ohne Is V., aber mit Kernmomentaufspaltung, die vom oberen Term (363/,) her- 

rührt (Typ dy). Das Profil der eingezeichneten Einzelkomponenten ist von der gut abge- 

trennten stärksten abgeleitet, die Intensitäten verhalten sich wie die statistischen Gewichte 

der Hfs-Terme. Der unterbrochene Linienzug entsteht durch Superposition der Kompo- 

nenten und entspricht der photometrisch gemessenen Intensitätsverteilung innerhalb 
der Fehlergrenze. Intensität / in willkürlichen Einheiten 


87 - 10°3 cm”! besteht (Abb. 2). Diese Struktur ist so zu deuten, daß die Komplexe 
durch Is. V. voneinander getrennt sind und daß jeder für sich durch die unvoll- 
kommen aufgelöste Kernmomentaufspaltung eines Isotops gebildet wird®). 


8) Würde diese Deutung nicht zu Recht bestehen, so ergäben sich Schwierigkeiten 
hinsichtlich der Größe der Is.V., die auch durch Kombination der Is.V. in anderen Linien 
erhalten werden kann. 
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Die Auswertung der Photometerkurve zeigt nicht nur, daß der schwache Kom- 
plex etwa 38,5% der Gesamtintensität enthält, sondern daß sogar sein ganzer 
Intensitätsverlauf durch Reduktion des Profils des starken Komplexes im Ver- 
hältnis 38,5:61,5 dargestellt werden kann. Daraus ergibt sich die wichtige Fol- 
: gerung, daß Aufspaltungsbild und 
Breite der Struktur für beide Isotope 
etwa gleich sind. Dieses gleichartige 
Verhalten beider Isotope bestimmt 
auch die Strukturen der anderen 
Linien und erleichtert die Deutung 
ihrer Aufspaltungsbilder, insbesondere 
die Unterscheidung zwischen Is.V. 
und Kernmomentaufspaltung. 
Für die Linien A 4796 A und 
b 25003 A (Typ d,) folgt, wie aus 
Abb. 4. Einfluß der Kernquadrupolmomente Abb.3 und 4 ersichtlich, hiernach 
auf die Struktur der Linie 5003 A. Auf dem 5 : 
unteren Maßstab ist die Lage der Kompo- eindeutig, daß sie keine merkliche Is.V. 
nenten nach der Intervallregel angezeichnet. zeigen. Die beobachteten Linien- 
Die gemessenen Abweichungen sind durch konturen können jeweils durch Uber- 
die Kernquadrupolmomente verursacht und 


lagerung von 4 Komponenten mit 
lassen sich durch die Casimirsche Formel 
darstellen (vgl. Tabelle 7a). Is.V. ist in nach fallender Wellenzahl abnehmen- 


der Lirie nicht zu erkennen (Typ d,). Inten- der Intensität gut dargestellt werden, 
sität J in willkürlichen Einheiten wobei die beiden schwächsten Kom- 


10+ 


ponenten nahe zusammenliegen. Dies 
ist auch auf der Interferometeraufnahme Abb. 5 deutlich zu erkennen. Die 
erheblichen Abweichungen von der Intervallregel lassen auf ein relativ großes 
Quadrupolmoment schließen. Es ist zu folgern, daß die Kerndrehimpuls- 
(Juantenzahl wenigstens für das starke Isotop 193 den Wert 3/2 hat, und daß 


Abb. 5. Fabry-Perot-Aufnahme der Ir I-Linie 2 4796 A. Die durch einen Pfeil gekenn- 
zeichnete Komponente erscheint deut!ich verbreitert. Etalonabstand 22 mm. Zunehmende 
Wellenzah! nach außen. Vergrößerung 13fach 


die magnetischen Momente sowie Quadrupolmomente beider Kerne gleiches Vor- 
zeichen und nicht wesentlich verschiedene Größe besitzen. Auch die Inten- 
sitätsverhältnisse der Einzelkomponenten befinden sich mit dieser Deutung in 
Übereinstimmung®). 


Die bis hier gewonnenen Erkenntnisse reichen dazu aus, sich ein Bild von den 
im Iridium-Spektrum zu erwartenden weiteren Strukturen entwerfen zu können. 


®) Eingehende Untersuchung über die Kerndrehimpuls- Quantenzahlen s. Abschnitt 5. 
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Abb. 6 zeigt eine Darstellung von Linienprofilen, die unter folgenden speziellen, 


om- 
al etwas schematisierten Voraussetzungen gewonnen sind: 
Ver 1. Beide Isotope haben J = 3/2 und gleiche Aufspaltungsfaktoren A und B. 
Fol 2. Bei Is.V. liegt das leichtere und seltenere Isotop 191 nach höherer Wellenzahl. 
ull 3. Nur der obere Feinstrukturterm spaltet auf und hat J = 7/2. Seine Hfs ge- 
horcht der Casimirschen Formel 
ren K=F(F+ (J+ )). 
ung 
lere Die Hfs eines 7/2-Terms bei festgehaltenem A in Abhängigkeit von B/A ist in 
3.V. Abb. 6 links unten dargestellt. Daneben sind für drei Schnitte die zugehörigen 
Linienprofile ohne und mit Is.V gezeichnet. 
und 
Linien ohne Kernmomentaufspaltung Linien mit Kernmomentaufspaltung 
ach ohne mit ohne mit 
Jsotopieverschiebung Jsotopieverschiebung 
ien- a, a b, b, 
)el- ~ 
mit 
en- 
en, Hfs eines Terms mit J-% bei l-V2 | c, e; 
)m- in Abhängigkeit von 5/y / 
ies By, j 
Die gt | j 
Bes | / 
ıls- 67 | d d. R 
2} 
0 4 
-2F 
-4 
punkt 
‘de Abb. 6. Hyperfeinstruktur-Typen im Iridiumspektrum. Die dargestellten Linienprofile 
sind unter folgenden speziellen Voraussetzungen gewonnen: 
1. Beide Isotope haben J = 3/2 und gleiche Aufspaltungsfaktoren. 
2. Bei Is.V. liegt das leichtere und seltenere Isotop 191 nach höherer Wellenzahl. 
3. Nur der obere Feinstrukturterm spaltet auf und hat J = 7/2. Seine der Casimir- 
or- schen Formel gehorchende Hfs ist links unten in Abhängigkeit von B/A bei festem A 
N- dargestellt 
in 
Diese Zusammenstellung enthält in der Tat schon fast alle beobachteten Struk- 
en turtypen, da sich zwar bei einem von 7/2 abweichenden Wert J > 3/2 des oberen 
n. oder (und) einer kleinen Aufspaltung des unteren Terms die Verhiiltnisse der Lage 
der Hfs-Komponenten und ihrer Intensitäten etwas ändern, aber der grundsätzliche 
Charakter der Linienprofile erhalten bleibt. 
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5. Die Kerndrehimpuls-Quantenzahlen 


Es soll nun untersucht werden, ob auch andere Werte für J als 3/2 mit den Be 
achtungen verträglich sind. Keine der weit aufspaltenden Linien gibt einen H 
weis, daß für das häufigere Isotop mehr als 4 starke Komponenten vorhanden sing 
so daß J = 5/2 für Ir 193 nicht in Betracht kommt. Bei einer Reihe von Linien 
jede einzeln betrachtet — wäre eine Deutung der Struktur mit J = 1/2 mögli 
(vel. die Deutung der Hfs der Linien AA 2924, 3514 und 3800 A von Venkates 
cha r und Sibaiya [V835], [S739]). Man bekommt dann aber aus den v 


Abb. 7. Entzerrte Photometerkurve der Hfs der Ir I-Linie 2 4970 A. Die Linie hat Is, 
und Kernmomentaufspaltung (Typ d,). Eingezeichnet sind die Einzelkomponen 
für beide Isotope. Die stärkste Komponente des selteneren Isotops 191 bei +66 - 10 
cm! ist von den übrigen genügend getrennt, um ihren Anteil an der Gesamtintensi 
durch Plarimetrieren bestimmen zu können. Intensität / in willkürlichen Einheiten 


0 


denen Linien völlig widerspruchsvolle Werte für das Verhältnis der magnetisch 
Momente und für die Is.V. Es wird daher für beide Isotope geschlossen, daß 
I 1/2 nicht in Frage kommt. Damit ist J = 3/2 für das Isotop 193 sichergeste 

Für das Isotop 191 versagt die Methode des Abzählens der Komponenten, v 
bei allen Linien mit genügend weiter Aufspaltung sich die Strukturen beider Isoto 
wenigstens teilweise überdecken und die Komponenten des selteneren Isotops h 
I >1/2 nicht genügend hervortreten können. Immerhin kommt es bei einige 
Linien mit Is.V. vor, daß die stärkste Komponente des Isotops 191 aus de 
Komplex der übrigen Komponenten so weit herausragt, daß ihr Anteil an der Ge- 
samtintensität durch Planimetrieren der Intensitätskurve gemessen und mit dem 
theoretisch für verschiedene Kernspins zu erwartenden verglichen werden kanm 
(Typen c, und d, aus Abb. 6, sowie als Beispiel die Intensitätskurve von 2 4970 X 
in Abb. 7). In Tabelle 2 sind für einige geeignete Linien die gemessenen sowie 
für J = 3/2 und 5/2 gerechneten Werte des Verhältnisses 


u. Intensität der stärksten Komponente des Isotops 191 


Gesamtintensität 


zusammengestellt und miteinander verglichen. In ähnlicher Weise konnte 
einigen Linien der Typen c, und d, aus Abb. 6 (vgl. auch Abb. 3 und 4) das Vi 
hältnis 


gemessen werden (Tabelle 3). Bei der Berechnung von W ist J = 3/2 für 
Isotop 193 zugrunde gelegt. In beiden Tabellen liegt die Fehlergrenze der Ei 
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Tabelle 2 
Bestimmung der Drehimpuls- Quantenzahl J des Isotops 191 aus Intensitätsmessungen 
an Linien vom Typ c, und d, 
Intensität der stärksten Komponente des Isotops 191 


Gesamtintensität 


weitauf- V 
spaltender berechnet**) = 
Term+) | gemessen | 7 _ 7 — 5/2 Visi Vieja 


269/2 0,118 | 0,125 | | 00% | 
36578 0,135 0,144 0,118 | —7,7% 


32, 0,134 | 0,132 | 0,144 | +1,5% | +28,8% 


= 
Mittelwert —5,6% +20,3% 


Tabelle 3 
Bestimmung der Drehimpuls- Quantenzahl J des Isotops 191 aus Intensitätsmessungen an 
Linien vom Typ cy und dy 


Intensität der Summe der stärksten Komponenten bei der Isotope 
Gesamtintensität 
weitauf- W 
Ä spaltender berechnet**) 
Term*) gemessen | 7 _ 3/2 | = 5/2 
4796 3652 0,380 0,375 0,349 +1,3% 
4938 335/a 0,418 0,4388 | 0,413 —4,6% 
5000 1379,72 0,315 0,325 | 0,296 | —3,1% 
5003 265,8 0,324 0,325 | 0,296 —0,3% 
5460 3273/2 0,346 0,344 | 0,315 | +0,6% 


Mittelwert —1,2% | 


W= 


) Die Rechnungen setzen voraus, daß die Aufspaltung des anderen (in allen Fällen 
des unteren) Terms vernachlässigt werden kann. Diese Bedingung ist möglicherweise bei 
4.5000 A nicht genügend erfüllt. 

++) Berechnet unter Benutzung der theoretischen Intensitätsverhältnisse sowie der 
relativen Häufigkeit des Isotops 191. 


messung in der Größenordnung der Differenz zwischen den für J = 3/2 und 
] = 5/2 berechneten Werten !°), aber die relative Abweichung der MeBergebnisse 
e den theoretischen Werten ist im Mittel für J = 3/2 wesentlich kleiner, so daß 
= 5/2 (und erst recht I >5/2) ausgeschlossen werden muß. Übrigens ist auch 
. Gleichheit der Profile der beiden Komplexe in 2 4778 A (Abb. 2) ein starkes 
Argument dafür, daß die beiden Ir-Isotope in allen Kernmomenten, also auch in 
den Drehimpulsmomenten iibereinstimmen. 
6. Isotopieverschiebung und Elektronenkonfiguration 
Die in Abschnitt 4 vorgenommene Deutung der Ir-Strukturen gestattet es, 
für die meisten Linien die Größe der Is.V. anzugeben (Tabelle 1). Daraus wurde 
*) In Tabelle 2 ist die Differenz zwischen den theoretischen Werten relativ größer 
als in Tabelle 3, es muß aber auch wegen der starken Empfindlichkeit der benutzter 


intensitätsarmen Komponenten auf Schwankungen im Plattenkorn usw. eine größere 
Meßunsicherheit angenommen werden. 
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die Is.V. einer Reihe von Termen berechnet, wobei als Bezugsterm der Term 50 
gewählt worden ist, gegen den fast alle anderen Terme positive Is.V. besitzen), 
Die Zahlenwerte sind in Tabelle 4 eingetragen. Der mittlere Fehler beträgt etwa E 
Tabelle 4 
_Elektronenkonfigurationen, Isotopieverschiebung und Aufspaltungsfaktoren der Terme 
Die Tabelle enthält diejenigen Ir I-Terme, über deren Hfs Aussagen gemacht werden 
können. Die ersten drei Spalten enthalten die zu diesen Termen von Albertson [A138] 
gemachten Angaben. 
Näheres über die Bestimmung der Is.V. sowie der Ableitung der Elektronenkonfigu- 
rationen aus der Hfs s. Abschnitt 6. Bezugsterm für die Is.V. ist Term 50. 
Über die Berechnung der Aufspaltungsfaktoren s. Abschnitt 7. Bezugsterme sind hier 
die Terme 1 und 10. 
Abkürzungen: a: 5d’6s* 6: 5d°6s e: 5d’6s7s f:5d*78 y:5d?6p z:5d’656p 
Hfs-Angaben in 10% 
nach Albertson | aus Hyperfeinstruktur 
Term | Elektronen- | | 
Nr. | J konfiguration | Is.V. A B 
gerade Terme: 
1 9/2 a‘F a +127 x y 
2 9/2 b4F b ~+ 55 
=: 5/2 a‘F b ~+ 54 
5 | 7/2 af | db ~+ 60 1,2 x—4,4 0,9 y — 25 
6 | 2 | OF a +104 0,8 uw + 2,7 1207+ 9 
7 5/2 b4F b ~+ 43 
10 5/2 b + 49 u v 
11 5/2 a +114 u+ 2,8 v—10 
12 7/2 b ~+ 46 
13 9/2 a +121 
14 5/2 b ~+ 36 0,9% + 10,5 0,7 v + 30 
20 11/2 a +132 
125 11/2 esF e ~+ 68 0,8 2 + 10,7 Yy 
137 9/2 esF e + 60 0,6% + 13,9 1,1v+ 24 
13 | 9/2 j 
174 | 7/2 e + 68 
ungerade Terme: 
26° 9/2 2'D? 2 + 67 x + 7,5 0,9 y + 12 
31° 11/2 2°F° 2 + 68 0,8 « + 9,0 y — 50 
$2” 7/2 2®D° 2 + 54 0,7u + 5,8 v+ 30 
33° 3/2 2°D° z + 53 1,4u + 16.4 0,6 v + 10 
34° 9/2 2°F° z + 59 0,6u + 7, 1,2 v—15 
36° 5/2 | z*°D° z + 47 0,9% + 14,7 0,7v+ 8 
37° 7/2 = z + 29 0,7 u + 5,8 v+ 8 
38° 11/2 2*q° z + 67 0,8 «+ 7,5 y + 20 
40° 9/2 2 2 + 4 
41° 7/2 2*@° 2 + 33 0.7u+ 5 <(v + 20) 
45° 7/2 24D° 2 + 49 0,7u+9 >v 
47° 9/2 24F° 2 + 43 “Se 
50° 92 | | y 0 
52° 7/2 | | 2 + 42 
56° 11/2 2 z ~+ 55 
ee 11) Ein positives Vorzeichen der Is.V. für einen Term bedeutet, daß das Isotop mit ¢ 
ee der größeren Massenzahl (also hier Ir 193) im Termschema höher liegt (schwächer ge- , 


bunden ist), wenn im Bezugsterm die Isotopenschwerpunkte zusammengelegt werden 


[BK51). 
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nip Tabelle 5 
en), Elektronenkonfigurationen im IrI und Pt-I-Spektrum 
etwa Es sind diejenigen Konfigurationen aufgeführt, deren Anregung in der Hohlkathode zu 
erwarten ist. 
ange- 
zu erwartende Elektronenkonfiguration 
Iridium Platin 
Terme 
verden 1 | tiefliegende, gerade Terme 5d76 5d®63s,5d®| 5d®6s?, Hd? 65, 
[A138] 2 | mittlere, ungerade Terme 5d’636p, 5d’6p | 5d’656p, 5d’6p 
3 | hohe, gerade Terme 5d’6s7s, 5d?7s | 5d?6875, 
nfigu- 
id hier 
'686p | Anzahl der Terme 
im Intervall 
4 
153 
5d°75 
Iridium 2 NN 
nıdıum 
25 0 N N IN mittlere ungerade 
9 5a’6p 506s 6p Term 
4 
Fi 6 
10 as 2 | 
0 tiefe gerade Terme 
- 50 0 +50 +100 +150 
94 en 0 +50 +150 +20 
2 
12 t 5077s 
- 50 
30 
10 4 
15 
Platin , \ XS 
8 0 
20 * 
0 tefegeradeTerme 
5a” $50%s 
Abb. 8. Isotopieverschiebung im Ir I- und Pt I-Spektrum. Aufgetragen ist die Anzahl 
yp mit der Terme, deren gemessene Is.V. in das durch die Breite der Balken gegebene Intervall 
er ge- von 10 - 10-8 cm! fällt, getrennt nach Termklassen gemäß Tabelle 5. Die Elektronen- 
verden konfigurationen und einzelne im Text hervorgehobene Terme sind angemerkt. Die Pfeile 


geben die Is.V. der ungestörten Konfigurationen an 
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schlossen werden können, sind dagegen Abweichungen über 10 - 10-3 em”! durchaus 
möglich 

Da die Gesetzmäßigkeiten der Is.V. schwerer Elemente gut bekannt sind — es 
spielt nur der Kernvolumeneffekt eine wesentliche Rolle —, kann aus der Größe 
der Is.V. der Terme eine Aussage über die vorherrschende Elektronenkonfiguration 
gewonnen werden. Nach Energie und Parität können die untersuchten Ir-Terme 
in drei Klassen geteilt werden (s. Tabelle 5, in der auch die jeweils ein 5d-Elektron 
mehr enthaltenden Konfigurationen des Platins aufgeführt sind). In Abb. 8 ist 
für jede Klasse die Anzahl der Terme, deren Is.V. in Intervalle der Ausdehnung 
10 - 10-® cm! fallen, in Abhängigkeit von der Größe der Is.V. schematisch darge- 
stellt. Zum Vergleich sind die Verhältnisse im Platinspektrum darunter gezeichnet, 
wobei der Abszissenmaßstab 5:6 verkürzt und auf einen anderen Nullpunkt be- 
zogen ist. Man erkennt, daß in dieser Darstellung die Terme beider Spektren in 
ähnlicher Weise in Gruppen zusammenliegen, wodurch eine Zuordnung der Elek- 
tronenkonfigurationen unter Berücksichtigung der Anzahl der s-Elektronen mög- 
lich wird. Die auf diese Weise aus der Is.V.bestimmten Konfigurationen der Terme 
sind in Tabelle 4 mit den von Albertson aus der Feinstruktur abgeleiteten zu 
vergleichen. 

Die Lage einiger Terme gibt Hinweise auf Störungen, d. h. in den betreffenden 
Termen sind zwei Konfigurationen gemischt. Derartige Störungen wirken sich in 
der Darstellung Abb. 8 dahin aus, daß der gestörte Term in Richtung auf die der 
störenden Konfiguration zugeordneten Termgruppe verschoben liegt. Beim 
Platin ist die gegenseitige Beeinflussung der Terme 5d%6s !D,, ®D, und 5d®6s? °P, 
besonders deutlich, die Lucas [Lu48] rechnerisch behandelt hat. Entsprechendes 
gilt wohl auch für die relativ nahe beieinander liegenden Ir-Terme 5 und 6, für die 
nach der Is.V. die Elektronenkonfigurationen verglichen mit den Angaben von 
Albertson vertauscht sind. Die Streuung der gemessenen Is.V. innerhalb der 
Termgruppen (s. Abb. 8) deutet ganz allgemein darauf hin, daß in sehr vielen 
Termen die Konfigurationen gemischt sind. Die Gruppen sind aber noch so deut- 
lich voneinander getrennt, daß es Sinn hat, jedem Term eine Konfiguration zuzu- 
ordnen und den Einfluß der Nachbarkonfigurationen als Störung anzusehen”). 

Ungestörte bzw. wenig gestörte Terme lassen sich z. T. daran erkennen, daß 
sie in Abb. 8 von der Termgruppe der störenden Konfiguration am weitesten ent- 
fernt liegen. Dies trifft insbesondere für die Terme 5476s? 20,,,, und 5d76s7s 125,, 2 

oe zu, die keine Stérpartner mit 
Is.V. der animierten gleichem J besitzen, da die benach- 


in 10-8 cmt, bezogen auf Term 5. d® 6 p 50 barten Konfigurationen gleicher 
Parität J= 11/2 nicht besetzen 


können. Durch Verwendung solcher 


Konfiguration | Is.V. Bemerkungen 


u 5468 132 aus Term 20 ausgezeichneter Terme erhält man 
50 Mittelwert, die Is.V.der ungestörten Konfi- 
ee 5E686p 68 aus Term 31 gurationen, die in Tabelle 6 zu- 


8 
78 | sammengestellt und in Abb. 8 


578 | ~—33 | aus Term 153 durch Pfeile gekennzeichnet sind. 


12) Diese Zahlen sind durch ~ gekennzeichnet, 

18) Da p-Elektronen einen je nach ihrer Kopplung verschiedenen Beitrag zur Is.V. 
liefern können, ist eine gewisse Streuung der Is.V. der Konfiguration 5d’ 686 p auch ohne 
Termstörung zu erwarten, durch die allein aber die beobachteten Verhältnisse nicht er- 
klärt werden können (vgl. die Diskussion bei Europium in [Bx52]). 


oe 
~~ 
f 
5a 
ion DE 
Be 
5 
a 
* 
n 
n 
d 
g 
Se 
>, st 
> 
} 
i 
; 
A 


5bd7s Über die Größe der Störung des Terms 153,,,, der als einziger dieser Konfi- 
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Die Auswertung gestaltet sich im einzelnen folgendermaßen: 

5d°6 82 Es wird der Term 20,,,. verwendet. Dieser Term hat keinen Störpartner in der 
Nachbarkonfiguration 5 d*6s. Die Is.V. beträgt +132-- 10? 

5d°6s Die Is.V. der meisten Terme der Konfiguration ist unsicher, da ein Anschluß an 
andere Terme nur durch Linien ohne meßbare Is.V. möglich war. Läßt man aber 
die Terme 5,,, (gestört durch 5d’6 s?6,,.) und 14,,, (möglicherweise gestört 
durch den noch nicht identifizierten Term 5 d? 2D,,,) außer Betracht, so streuen 
die Werte der Is.V. der restlichen Terme innerhalb der Fehlergrenze um 50 -10 
em~!, so daß dieser Wert für die Konfiguration 5 d?6s angenommen wird. 

5d’6s6p Die Terme 26$,., 31},,, und 38},,, haben mit 67 bzw. 68 - 10? cm”! die größten 
bekannten Is.V. der Konfiguration. Da eine Störung durch die Nachbarkon- 
figuration 5 d*6 p eine Verkleinerung der Is.V. bewirkt, erscheinen diese Terme 
am wenigsten beeinflußt. Eine Störung der beiden Terme mit J = 11/2 ist 
auch deshalb wenig wahrscheinlich, weil zu 5 d*6 p nur zwei 11/2 Terme gehören, 
die energetisch nicht in unmittelbarer Nachbarschaft liegen. Insbesondere aus 
Term 31},,. wird die Is.V. für 5 d’ 6 s 6 p zu 68 - 10°? cm! bestimmt). 

5d‘69» Die Konfiguration ist nur dırch den Bezugsterm 50 vertreten. Da über die 
Störung dieses Terms keine Aussagen gemacht werden können, ist das System 
der Is.V. im Ir I-Spektrum nicht mit Sicherheit auf die ungestörte Konfigura- 
tion 5d*6 p bezogen. 2 

5d’657s Es wird der Term 125,,,. verwendet. Dieser Term besitzt keinen Störpartner 
in der Nachbarkonfiguration 5d*7s. Die Is.V. beträgt —68 - 10? em’. 


guration zugeordnet werden konnte, lassen sich keine Aussagen machen. Seine 
Is.V. von —33 - 10-8 cm”! kann daher nur einen Anhalt für die Is.V. der unge- 
stérten Konfiguration geben. 
2%. Die Aufspaltungsfaktoren der Linien und Terme Bg 


‘In Tabelle 7a sind 5 gut photometrierbare Linien mit ausgeprägter Kem- 
momentaufspaltung zusammengestellt, bei denen die Lage der vier Hauptkompo- 
nenten 5) graphisch bestimmt wurde, wie es in Abb. 3 vorgeführt ist. Hierbei wurde 
das frühere Ergebnis bestätigt, daß Strukturbild und -weite für beide Isotope etwa 
gleich sind. Da in diesen Linien die Aufspaltung der unteren Terme als klein anzu- 
sehen ist!%), verhalten sich die Intensitäten der Einzelkomponenten wie die stati- 
stischen Gewichte im oberen Hfs-Multiplett, und die Lage der Komponenten sollte 
sich nach einer von Brix angegebenen Regel [Bx52] durch die Casimirsche 
Formel mit dem J-Wert des oberen „Terms darstellen lassen’) (Gültigkeit der 
Formel für die Terme vorausgesetzt), was, wie Tabelle 7a zeigt, gut möglich ist. 

Auch Linien mit nicht so ausgeprägten Strukturen geben genügend Information 
über die Lage der Hauptkomponenten, so daß ihre A’- und B’-Werte, wenn auch 


4) Von Albertson wird der Term 31 als 5d’686 p°FY,). angegeben. Diese Zuord- 
nung wird auch durch den negativen Wert seines Aufspaltungsfaktors B bestätigt (vgl. 
Abschnitt 8). Der entsprechende Term im PtI-Spektrum, 5d?6s6p5F?, zeigt dort die 
größte Is.V. seiner Konfiguration und wird ebenfalls als Referenzterm benutzt. 

15) Bei Linien zwischen Feinstrukturtermen mit J > 5/2 sind diejenigen Hfs-Über- 
gänge, für die AF = AJ gilt, besonders intensiv und werden als „Hauptkomponenten‘“, 
die anderen als „Nebenkomponenten‘ bezeichnet. 

16) Die oberen Terme gehören alle zur Konfiguration 5d’ 686 p, die wegen des nicht 
abgesättigten 6 s-Elektrons weit aufspalten kann, während bei der Konfiguration 5d’ 6 32, 
zu der die tiefen Terme 1 und 11 gehören. ausnahmslos geringe Aufspaltungen zu erwarten 
sind. Wie ein Vergleich der Strukturen der Linien A 5003 A mit A 3800 A bzw. A 4796 A 
mit A 4970 A. die paarweise den gleichen oberen Term besitzen, zeigt, können auch die 
unteren Terme 5 und 10 nur wenig ausfpalten (eventuell mit verkehrter Termfolge, d.h. 
* < 0), obgleich sie der ebenfalls weiter Strukturen fähigen Konfiguration 5 d* 6 s ange- 

ören. 


1”) Die Linienaufspaltungsfaktoren werden mit A’ und B’ bezeichnet. - 
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Tabelle 7a 

Linien mit Kernmomentaufspaltung 

Die Lage der Hauptkomponenten wurde durch Einpassen in die gemessene Intensitäts- 
verteilung (vgl. Abb. 3) bestimmt, bei den Linien mit Is.V. getrennt für jedes Isotop. Der 
Nullpunkt der Wellenzahlen stimmt für jede Linie mit dem in Tabelle 1 benutzten überein. 
Die Intensitäten der Einzelkomponenten haben von links nach rechts die relative Größe: 
J—1, J,J+1,J+2. Mit den in der 3. Spalte wiederholten J-Werten des oberen Terms 
wurden aus der Struktur des Isotops 193 die Linien-Aufspaltungsfaktoren bestimmt und 
aus diesen die in der untersten Zeile (Spalte 4) für jede Linie angegebene Struktur be- 
rechnet. Fehlergrenze (für Ir 193): Lage der Komponenten: +3 - 10% em—!, 4A’/A’ = 
+5%; 4B’/B’ =+25%. Die Unsicherheit ist bei den Linien ohne Is.V. (4 4796 A und 
4 6003 Ä) geringer, für das seltenere Isotop 191 allgemein etwas größer. Hfs-Angaben in 
10° cm, 


— 265) 


5002,74 | dra p 


Linien- 
Feinstruktur- J Lage der eit aufspaltungs- 
Ubergang Hauptkomponenten ‘ faktoren 
A’ |» 
| — 86-20 +57 +83) 19 
3613,66 | Sus —6 193 | 90  —50 
| —69 — 7 +24 | 193 ber. | 
| og | g | 2-8 +10 +61) 191 | 
3900,12 | | | —107 —49 +1) 198 | 74 | +12 
—107 —86 —51 + 1 | 193 ber. | 
| | 5 | —1299—107 0 | 191,193... | 
| | 1299-10665 0 | ber. +8 
| — 38-20 +5 +66/ 191 
497048 | Se | 105 87 —62 —1] 193 | 121 | +14 


—155 —136 —90 0 | 191, 193 


10,8 | +37 
—154 —136 —90 0 | 


weniger genau, bestimmt werden konnten (s. Tabelle 7b). Bei den meisten dieser 
Linien ist die Aufspaltung des unteren Terms klein gegen diejenige des oberen. 
Ausnahmen sind die Kombintininen der Terme der Konfiguration 5d? 6s 6p mit 
den Termen 125,,,. und 137,,, von 5d’ 687s, bei denen die Aufspaltung der unteren 
Terme größer als die Linienbreite ist. Die Fehler, die durch Beschreibung der 
Linienstruktur durch die A’ und B’ gemacht werden, sind aber wegen der hohen J- 
Werte kleiner als die Unsicherheiten der Auswertung. 


Eine weitere, wichtige Ausnahme ist Term 14,, ,, der nach Ausweis seiner Is.V. 
der Konfigutarion 5d®6s angehört und ‘dessen Aufspaltung etwa von der gleichen 
Größenordnung ist, wie sie die in den Tabellen 7a und 7b vorkommenden Terme 
der Konfiguration 5d’6 s 6 p besitzen. Die Strukturen der Linien A 5178 A (14,,, — 
41%) und A 5626 A (14,, 377,2) gehören spiegelbildlich zum Typ by. Da in diesen 
Fällen der untere Term weiter aufspaltet als der obere, sind A’ und B’ mit dem J 
des unteren Terms ausgewertet. 

Die Linie 4 5894 A (14, »—36;/2) ist die einzige, in deren Struktur außer den 
Hauptkomponenten eine Nebenkomponente beobachtet werden konnte (s. Ta- 
belle 1, 45894 A, Komponente +47 10-® em-!), die dem Hfs-Übergang (14,,, 
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3 Tabelle 7b 
Linien mit Kernmomentaufspaltung 

Bei der Auswertung dieser Linien wurde die Giiltigkeit der Casimirschen Formel und 
gleiche Aufspaltung beider Isotope vorausgesetzt. Die Strukturen sind deshalb durch die 
Angabe der Aufspaltungsfaktoren, des zur Analyse benutzen Wertes von J und der Is. V. 
(s. Tabelle 1) innerhalb des Meßgenauigkeit vollständig beschrieben. 

„ph“: Die Linie ist durch Einpassen der Komponenten in die entzerrte Photometer- 
kurve analysiert. Fehlergrenze: 4A’/A’ = +10%; 4B’/B’ = +50%. 

„vis“: Die Analyse der Linie beruht auf der visuell am Komparator vermessenen Lage 
der Schwärzungsmaxima und Schätzung der Intensitätsverhältnisse. Fehlergrenze: 


AA’/A’ = +20%; für B’ kann keine einheitliche Fehlerangabe gemacht werden. 
Hfs-Angaben in 10% 
a | Feinstruktur-Ubergang | | x 
Terme 

2925 | 5d’6s? —5d’6s6p Iga — 3817 | 11/2 | 7,5 

3935 | 5d’6s? —5d’6s6p 6772 — 349,8 9/2 | 42 

4020 | 5d’ 6s6p—5d’6s78 2682 —125n/. | 11/2 | "4,6 

4070 | 5d?6s? —5d’6s6p 115g — 45772 7/2 | 7 

4130 | 5d6s —5d’6s6p — 32%/ 7/2 | 7 

4268 | —5d’6s6p 6278 — 7/2 | 3,3 

4399 | 5d’ 6s6p—5d’687s8 | «11/2 | 1,7 

4548 | 5d’6s6p—5d’6s7s 329,5 —1379/2 9/2 | 9,3 

4616 | 5d6s —5d'6s6p 10573 — 37778 7/2 | 57| 

4640 17774 — 545/a 5/2 | 3,0 | 

477 5@6s? —5d'6s6p — 37778 7/2 | 4,0 | 

4938 | 506s —5d’6s6p — 338/a 3/2 | 16 

5000 | 5d’ 6s6p-—5d' 6878 — 13797 9/2 | 7,0 | 

5314 5d?6s? —5d'6s6p 115) — 333; 3/2 | 13 | 

5178 | 5d6s —5d'6s6p 145g — 5/2 |—4 | 

5460 | —5d’656p 10573 — 7/2 | 6,0 | 

5626 | 5d6s —5d’6s6p — 3777 5/2 | 

5687 | 5d?6s? —5d'6s6p 115g — 3%, 7/2 | 3,5 

5894, 5d6s —5d’6s6p 145;2 — 365, 5/2 | 42 


+) Analysiert nach der von Sibai ya [8:39] angegebenen Struktur. 


F = 3)— (365), F = 4) zugeordnet werden muß. Damit läßt sich eine Aussage 
über den Abstand zwischen den Hfs-Termen F = 3 und F = 4 in den Termen 14 
und 36 gewinnen, an die durch die Linien A 4796 A und A 4970 Ä (Tabelle 7a) 
auch die Terme 10 und 11 angeschlossen werden können. Die Größenordnung dieser 
in Tabelle 8 zusammengestellten Hfs-Termdifferenzen fügt sich widerspruchsfrei 
in das an Hand der Tabelle 7a gewonnene Bild, wonach die Terme 10 und 11 eine 
relativ geringe Aufspaltung haben. 


Tabelle 8 
Lage der Hfs-Terme F = 3 gegen F = 4 in verschiedenen Hfs-Multipletts, gewonnen aus 
der Lage der in A 5894 A beobachteten Nebenkomponente. Fehlergrenze +10, Angaben 
in 10° cm“ 


Hfs-Termabstand #=3>F=4 
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In Abb. 9 ist ein Termschema für die Linien mit bekannten Aufspaltungsfaktoren 
dargestellt, das sich in zwei lose verbundene Systeme gliedert. Die mehrfachen 
Zusammenhänge innerhalb eines jeden Systems bieten Kontrollmöglichkeiten für 
die Auswertung der Linien und sind bei der Bestimmung der in Tabelle 7b aufge- 
führten Aufspaltungsfaktoren berücksichtigt worden. 
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Abb. 9. Termschema für diejenigen Linien, deren Aufspaltungsfaktoren ‚ermittelt sind. 
Die Terme des linken Systems sind an Term 1, die des rechten Systems an Term 10 ange- 
schlossen. Die Abbildung soll den inneren Zusammenhang der Systeme veranschaulichen. 
Sie gestattet zugleich eine Abschätzung der Fehler, mit denen die in Tabelle 4 zusammen- 
gestellten Aufspaltungsfaktoren der Terme behaftet sind. Wellenlängen in Ä 


Einen Zusammenhang zwischen den Linienaufspaltungsfaktoren (A’, B’) und 
den Aufspaltungsfaktoren der Terme gibt die schon erwähnte Regel von Brix. 
Mit A*, B* für den wenig aufspaltenden, A, B für den energetisch höher liegenden 
weit aufspaltenden Term'®) gilt: 


A'=(A—«A*); B’ = (B—B B*). 


18) Liegt der weit aufspaltende Te 
mit —1 zu multiplizieren. x 
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Formeln zur Berechnung der x und f sind bei [Bx52] angeben). Die Regel kann 
näherungsweise auch dann angewendet werden, wenn die Voraussetzung, daß die 
Aufspaltung des einen Terms geringer als die experimentelle Linienbreite*°) sein 
muß, nicht voll erfüllt ist, und zwar umso besser, je höher die J-Werte der betei- 
ligten Terme sind. Die in Abb. 9 hervorgehobenen Terme 1 und 10 werden inner- 
halb ihres Systems als Bezugsterme benutzt, und ihre unbestimmten Aufspal- 
tungsfaktoren besonders bezeichnet: 


A,= 27; B,=y; 4,„=u; B, 


Von den Bezugstermen ausgehend wurden die Aufspaltungsfaktoren der übrigen 
Terme in beiden Systemen bestimmt, wobei für alle Terme Gültigkeit der 
Casimirschen Formel angenommen worden ist (Tabelle 4). 

Der Zusammenhang zwischen Aufspaltungsfaktoren der Bezugsterme und ihre abso- 
lute Größe läßt sich nur abschätzen. Mit Hilfe der die beiden Termsysteme verbindenden 
Linie A 4120 A (5 — 32°) findet man: 

uw 162 —4-10°?cmt; y— 20 10° ent. 

Bei Betrachtung der B-Faktoren in Tabelle 4 fällt auf, daß in dem an Term 1 angeschlosse- 
nen System gegen y bevorzugt negative Werte auftreten, während die B-Faktoren im 
anderen System gegen v vornehmlich positiv sind, obgleich eine einigermaßen gleich- 
mäßige Verteilung der positiven und negativen Vorzeichen in beiden Systemen zu er- 
warten ist. Bei aller Vorsicht gegenüber einer statistischen Behandlung scheint daher 
y>0und v <0 zu sein. Für —40 -10-* em! < v < 0 ergibt sich aus den in Tabelle 8 
zusammengestellten Absolut-Aufspaltungen |u| < 4 - 10°? em”! und damit 0 < x <5-10? 
em, Außerdem gilt dann |y| < 20 - 103 em. 


8. Berechnung von C,,,, A; und Q 


Zur Berechnung der experimentellen Is.V.-Konstanten C,,p, der magnetischen 
Kernmomente yz; und der Kernquadrupolmomente Q ist man mangels genügender 
Kenntnis der Feinstruktur im Ir I-Spektrum auf Inter- und Extrapolationen aus 
den Spektren der Nachbarelemente angewiesen. 

Die experimentelle Is.V.-Konstante C.xp hängt mit der von einem 6s-Elektron 
hervorgerufenen Isotopieverschiebung AT.xp (68) durch die Beziehung 

AT. (6s) 2 
BCexp © 7.8 
(1 — do/dn)/ns 
zusammen. AT.xp (6s) läßt sich, da die Is.V. im Ir I-Spektrum nicht auf die 
Seriengrenze 5 d® bezogen ist, aus dem in dieser Arbeit vorgelegten Material nicht 
unmittelbar entnehmen. Benutzt man jedoch das benachbarte PtI-Spektrum, 
in dem die Is.V. auf die Seriengrenze 5d® bezogen ist, so bekommt man z. B. durch 
den Vergleich 
Is. V. (5068), —Is.V. (50°68), 
AT exp (6 = exv (6 

eine Aussage über die Größe von AT,xp(6s) im Ir I-Spektrum, wobei fiir Iridium 
nur bekannte Differenzen zwischen den Isotopie-Verschiebungen der Konfigura- 
tionen benutzt werden. 


1%) Da in dieser Arbeit eine andere Definition für B gewählt ist, ist in den Formeln 
für 8 in [Bx52] noch der Faktor J(2 J — 1)/J* (2 J* — 1) anzubringen. 

20) Die experimentellen Halbwertsbreiten schwanken zwischen 20 und 40 - 10-3 cm!, 

2!) Der Faktor 8 » 1 berücksichtigt die Abschirmung der abgeschlossenen Schalen 
durch das 6s-Elektron [BK51]. 
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In dieser Weise wurde die Is.V.der IrI-Konfigurationen 5d’63?,5d°63,5d’686p, 2(5d 
5d*6s87s, 5d®7s mit der Is.V. der entsprechenden Konfigurationen”) im PtI- und 


komr 
HgII-Spekrum?*) verglichen, wobei sich als Mittelwert ergab: 
AT exp (6 8)ır = (80 + 15) - 10°? em". 

Durch Interpolation zwischen den aus den I-Spektren von W, Pt und Au für das = 
6 s-Elektron gewonnenen Werten [BK51] ergibt sich (1—d o/dn)/n‘, = 0,63 + 0,06 8 D 
und damit Kop} 
B Coxp = (130 + 30) - 10-3 
Aus der Ubereinstimmung der Strukturen beider Isotope wird fiir das Verhältnis por 

ler K t hl 
der Kernmomente geschlossen: ad 
= 1,0 + 0,1; Qıss 1,0 + 0,3. Elekt 
Da die Aufspaltungsfaktoren für das häufigere Isotop sicherer bestimmt sind als Nähe 


für das seltenere, werden die Absolutwerte von u; und Q nur für Ir 193 angegeben. 

Das magnetische Kernmoment wird aus den Termen 1 (5d’6s?*F,,,) und 125 
(5d?6s878*F,,)2) unter den Annahme berechnet, daß die Kopplung des letzteren Zerle 
Terms als 5d? Care ea beschrieben werden kann. Dann gilt 


2 
Die Messungen ergaben (vgl. Tabelle 4): 
A, = 


Durch Vergleich erhält man 1/11 (ag, + az.) = 10,7 - 10-* em7! 2%). Mit dem aus 


x + (10,7 + 1,5) -10-%em"?. 


dem Aul- und PtI-Spektrum entnommenen Verhältnis a,,/a,, = 0,11 folgt = ” 
= (107 + 15) - 10-3 
Daraus liefert die Goudsmit-Fermi-Segr&-Formel mit 

= 2,1 und (1 — do/dn)[n = 0,63 + 0,06 
ohne weitere Korrektur): die ] 
{493 = (0,19 + 0,05) K. M. schä 
Beide benutzten Terme sind nicht unabhängig von der Kopplung, der Grundterm er 

ist außerdem auf eine kleine Störung) durch den weit aufspaltenden Nachbarn ; 
22) Vgl. Tabelle 5. Die 
2) Die Is.V. im PtI- und HglII-Spektrum wurde [BK51], [BK52] und [Mr42] ent- b,h 


nommen. 

*4) Der Aufspaltungsfaktor des Grundzustandes fällt heraus. Der Faktor 9/11 ist 
in der oberen Formel für A,,, durch die Kopplung bedingt, in der unteren Formel rührt er 
von der Auswertung nach der Regel von Brix her und entspricht dem Übergang 9/2 — 
11/2. Abweichungen von 9/11 sind in beiden Formeln möglich, jedoch von geringer Be- 
deutung, da < 5-10-* cm ist. 

25) Die Korrektur nach Breit-Crawford-Schawlow [RB32], [CS49] und die 2 
Bohr-Weisskopf-Korrektur [BW50], [Bo51] (etwa +10% bzw. —8%) heben sich bad 
nahezu auf und sind gegenüber den experimentellen Unsicherheiten zu vernachlässigen. ‘ 
26) Eine starke Störung liegt nach Ausweis der Is.V. sicher nicht vor. 
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: 
2(5d*6s‘Fy),) sehr empfindlich (wodurch zu kleine Werte ag, und 7 heraus- — 
kommen). Deshalb wird die Fehlergrenze vorsichtshalber erweitert und man erhält _ 
fy = (0,2 + 0,1) K.M.2"). 

Abschätzungen von fis, aus den A-Faktoren der Terme 265). und 31},,. der Kon- 
figuration 5d’ 686 p führen innerhalb der Fehlergrenzen zu dem gleichen Ergebnis. 
Die B-Faktoren hängen nach Vorzeichen und Größe sehr empfindlich von der he 
Kopplung der Elektronen in den nicht abgeschlossenen Schalen ab, wodurch der 
große Bereich zu erklären ist, über den die für die Terme gemessenen Werte 


des Vorzeic hens und zu einer Abschätzung der Größe von Q zu gulangen, werden { 
die B-Faktoren einiger Terme der Konfiguration 5d’6s6p in einen von den d- — 
Elektronen und einen vom p-Elektron herrührenden Anteil zerlegt®*), wobei als 
Näherung LS-Kopplung angenommen ist. In Tabelle 9 sind die gefundenen Formeln — 


Tabelle 9 
Zerlegung der aus der Hfs gewonnenen B-Faktoren in Anteile, die von den d- Elektronen 


und vom p-Elektron herrühren 
Es ist: by = B (5 d’ 4F 9/2); 6, = 86» 2Ps3jo), Zahlenangaben in 10° cm! 


Term | B Gleichungen zur 
Nr. Bezeichnung | aus Hfs | LS-Kopplung Berechnung von b, 
5 d’ 6 s*4Fy/, | y br | | 0 = (y—b,) 
38 6 86 y+20 2 +75 ; 505 1,9(y—0,546,) +37 3 
31 y—50 + 5 b, |b,= —0,8(y—0,75,) +40 
% 0,9y +12 | b= 3,1(y—0,76,) +42 


für B mit den aus der Hfs bestimmten Werten zusammengestellt. Durch Gleich- 
setzen und Auflösung nach b, erhält man die Gleichungen der letzten Spalte. Da 
die Meßergebnisse auf etwa 25% unsicher sind und |y < 20. 10-*cm™~! abge- 
schätzt wurde, ist ersichtlich, daß die in Klammern stehenden Ausdrücke innerhalb 
der Fehlergrenze übereinstimmen und Null gesetzt werden dürfen. Man erhält die 
Abschätzung 

b, = + 40-10 em! + 50%. 


Die Fehlergrenze beruht weitgehend auf der Ungewissheit über die Kopplung. 
b, hat die Bedeutung: 


27) Das gleiche Verfahren, angewandt auf die entsprechenden Terme 5d*6s?°F, und 
5@6s785F,, führt beim Pt zu einem um 22% zu großen Wert für u,. 

2) Die s-Elektronen liefern wegen ihrer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung 
keinen eigenen Beitrag. 
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Daraus folgt 


‘ _K 
(r-*),, -o = 100 - 10"? cm™! + 50%. 
Arbeit 


Die bei Q stehenden Faktoren sind positiv, also ist @ >0**). Die Berechnung von danke 
(r-*),, aus der Spin-Bahn-Wechselwirkung stößt auch in geeigneten Nachbar- versiti 
spektren au fSchwierigkeiten, da gerade die ein 6 p-Elektron enthaltenden Terme stelluı 
meist gestört sind. Im wesentlichen aus der Feinstruktur-Dublett-Aufspaltung der riegel: 
5d"6p:P-Terme im Aul-Spektrum wird für Iridium ve 


= (4 +1) - 10% cm? 
geschätzt. Unter Benutzung der Relativitätskorrektur o = o, = 1,5%) wird U 
Q (Ir?) = + (1,5 + 1) - 10-4 em? linien, 


9. Diskussion 


[J 

fl 

{J 

Die aus der Hfs herausgearbeiteten Kerneigenschaften der beiden Iridium- {¢ 
Isotope lassen sich im Rahmen der Vorstellungen, die man sich vom Aufbau der ‘ 
Atomkerne macht, gut verstehen. So fügt sich die Is.V.-Konstante mit BC = t 
+ 30) - 10-* em! gut zwischen die Werte für die Nachbarelemente*). Bei 
Einordnung in das Schmidt-Diagramm [Sc37] ergeben sich für beide Isotope [ 
wegen J = 3/2 und u = (0,2 + 0,1) K.M. eindeutig d,,,-Zustände, die nach dem [ 
_ Einteilchenmodell von Haxel, Jensen und Suess [4J850] sowie Göppert- 
Mayer [@M50] für die Protonenzahl Z = 77 auch erwartet werden. Die positiven [ 
Vorzeichen der Quadrupolmomente deuten darauf hin, daß die Kernzustände [ 
als ,,Protonenlécher“ in der bei Z = 82 (Pb) abgeschlossenen Schale, insbesondere [ 
= aber der 4 d3).-Unterschale aufzufassen sind. Die Besetzungszahlen in den Unter- 
-_ sehalen bei 77 Protonen unterscheiden sich offenbar von denen bei 77 Neutronen, 


da wegen des negativen Quadrupolmomentes des Xe-Isotops 131°) angenommen [ 
_ werden mu8,da8 sich bei N = 77 nur ein Neutron in der 4d,,,-Schale befindet ®). ek 

x = 2°) Außer den in Tabelle 9 benutzten Termen läßt sich auch aus den B-Faktoren der 


"Terme 32° (*D9,.) und 34° (F%,,) auf ein positives Vorzeichen von Q schließen. Diese 
Übereinstimmung ist ein Argument dafür, daß die von Albertson den betreffenden 
a Termen zugeschriebenen LS-Symbole als Näherung benutzt werden können; denn die 
Vorzeichen der B-Faktoren sind von der Kopplung stark abhängig. Auch bei den anderen 
_ Termen ergeben sich innerhalb der experimentellen Fehlergrenzen keine Widersprüche. 
zu a 3°) In strengerer Rechnung wurde fiir jeden der in Tabelle 9 benutzten Terme eine 
; 2 eigene Relativitätskorrektur bestimmt, wobei es sich zeigte, daß es im Rahmen der son- 
tigen Unsicherheiten ausreicht, mit der einheitlichen Korrektur o, nach [Km40] zu 
rechnen. 

31) Die von Murakawa u. Suwa [MS52] für yg, und Q;ss aus der Hfs der Linie 
43515 A gefundenen Werte stimmen mit den hier errechneten innerhalb der Fehlergrenze 
überein. Dabei wurde sowohl von Murakawa und Suwa als auch in dieser Arbeit der 
_ Grundterm als ungestört angesehen, und die Hfs der Linie A 3515 A wesentlich benutzt. 
cal 32) Os (Z = 76):8 C = (127 + 40)-10-%cm™; Pt(Z = 78):8 C = (135 + 25) -10° 
(nach [BK51])). 

ner = 83) Koch und Rasmussen [K R50}. 
re %) Wageningen u. de Boer haben unter der Annahme, daß Iridium auch nur ein 
- 4ds,/.-Proton besitzt, für die Quadrupolmomente der Iridiumkerne ebenfalls negatives 
Vorzeichen vorausgesagt [W B52]. 
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Für Anregung und stetige Förderung dieser Arbeit bin ich Herrn Professor ae. 
H. Kopfermann zu tiefem Dank verpflichtet, ebenso Herrn Dr. P. Brix, der 
durch ständige anregende Diskussionen und viele Ratschläge zum Gelingen der 
Arbeit wesentlich beigetragen hat. Herrn Professor Dr. ten Bruggencate 
danke ich für die Erlaubnis zur Benutzung des Registrierphotometers der Uni- | 
versitats-Sternwarte, der Deutschen Forschungsgemeinschaft für die Bereit- _ 
stellung von Apparaten und der Gesellschaft für Lindes Eismaschinen, Höll- 
riegelskreuth, fiir die Uberlassung spektralreiner Edelgase. Se 
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Das Quadrupolmoment des Goldkerns »Au’” ') 


Von Winrich v. Siemens 


Aus der mit einem Fabry-Perot-Interferometer untersuchten Hyperfeinstruktur 
von 3 Linien des Goldspektrums gelang es, die Aufspaltungsfaktoren des Terms 5d°6s? 2D, M 
zu bestimmen, aus denen das Kernquadrupolmoment Q = + (0,56 + 0,1) - 107% em? 
errechnet wird. Das magnetische Kernmoment ergibt sich hierbei zu u, = (0,14 + 0,02) 


K.M. in mit dem von Kelly genaueren Wert. 


1. Einleitung 


Die Drehimpulsquantenzahl (I = 3/2) und das magnetische Moment (u = 
0,136 K.M.) des Goldkerns „„Au!” sind aus optischen Hyperfeinstruktur-(Hfs)- 
Untersuchungen verschiedener Autoren [Ri31], [8:35], insbesondere von Elliot 
; . a und Wulff [EW39] und in jüngerer Zeit von Kelly [Ke52] bereits bekannt. Jedoch 
Eu ermöglicht erst die Aufklärung der Hfs des Terms 5d°6s? *Ds)_ eine Bestimmung 
; des Kernquadrupolmomentes. Dieser Term ist hierfür besonders geeignet, weil er 


4 Se 1. als Einelektronenterm (d-Loch) angesehen werden kann und die Fein- 
Br struktur-Dublett-Aufspaltung wesentlich größer als bei den Konfigurationen 

+ 8) ist und 

2. hinreichend großen Abstand von anderen Termen gleicher Parität hat, 

so daß eine Störung der Hfs nicht zu erwarten ist. 


2. Experimentelle Ergebnisse 


In einer mit flüssiger Luft gekühlten Schüler-Hohlkathode nach Kopfer- 
mann, Krüger und Oehlmann [KK049] aus Aluminium, deren Bohrung von 
8 mm @ und 20 mm Tiefe mit Gold- 

blech 2) ausgekleidet war, wurde das 

ee Goldspektrum angeregt, wobei als 


5d”7s Sy, 


9837 A a Aue Trägergas ein Gemisch von Kr und 
PR He im Partialdruckverhältnis 1:3 
P Ya bei einem Gesamtdruck von 0,6 Torr 
065A diente. Der Spektralapparat bestand 


: 1) Die wesentlichen Ergebnisse sind 

Fad Abb. 1. Termschema der zur Ze der in [Ss51] bereits kurz mitgeteilt. 

a His des Terms 5d°6s??D,,, beobachteten *) Bezogen von Heraeus G.m.b.H. 
Linien Platinschmelze Hanau. 
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Vorzerleger und einem Fabry-Perot-Interferometer mit Silberverspiegelung ®) 
in innerer Aufstellung. 


Untersucht wurden drei Linien im Spektralbereich 5000-6300 Ä mit den 
Etalonabständen 25, 35, 40, 45, 50, 60 mm. Das Feinstrukturtermschema ist in 
Abb. 1 dargestellt*). Die Linie 1.5837 As ) lieferte die Hfs-Dublett-Aufspaltung 
des Terms 5d%°6p2P,)2, deren Kenntnis zur Analyse der Linie A 6278 Ä benötigt 
wurde. Die aus Messungen am Komparator und aus Photometerkurven bestimmten 
Lagen der Hfs-Komponenten der drei Linien sind in Tabelle } angegeben. 


Tabelle 1 


Hyperfeinstruktur der beobachteten Goldlinien 


Feinstruktur-Übergang 


(Relative theoretische 
Intensitäten) 
Lage der Komponenten 
in 10% em! 


Bemerkungen 


aufspalten, 


wodurch in der Linie die 
schwache Komponente mit der mittleren 
starken zusammenfällt. Die eigenen Er- 
gebnisse sind in Abb. 2 
Mittelt man mit den Werten von Kelly, 
so erhält man die Hfs-Aufspaltungen: 


| (10) (3) (1) 
6p *P,, 0 +34 +73 


(5) (6) 6) 


| nach [Keé2] 


0 +22,7 
78 20,8 0 
5d°6s? 2Dy — (2) (5) | 
6p *P, 31,27 0 +46,5 


3. Hyperfeinstruktur-Termanalyse 
a) A 5837 A 78:8) 


Die beiden Dame spalten je in ein Hfs-Dublett auf. Die Hfs- Übergänge sind 
in Abb. 2 eingezeichnet. Die Symmetrie der beobachteten Struktur führt zu dem 
Schluß, daß beide Terme etwa gleich weit F 


schlecht aufgelöst, 
s. Abb. 5 


s. Abb. 2 


5d” 


ar 218 


eingetragen. (5) (SND V5) 
5d”6p “Pr, 
= 22,5 -10®°cmt. 
-218 0 +23 


6p*P,,: AT = 


Die Fehlergrenze wird auf +-0,5-10-*em~? 
geschätzt. 


Abb. 2. Hfs-Termschema und beob- 
achtete Struktur der Aul-Linie A 5837 A. 


Hfs-Angaben in 10°? em7! 


3) Die Verspiegelungen wurden im Institut von M. Krause hergestellt. 

4) Die Klassifikation des Aul-Spektrums ist zuletzt von Platt und Sawyer vor- 
genommen worden [PS41]. 

5) Die Linie wurde etwa gleichzeitig von Kelly untersucht [Ke52], sein Ergebnis 
ist in Tabelle 1 eingetragen und wird bei der Auswertung berücksichtigt. 
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6) 16298 A (5d? 6s? 6p 


Die stark ausgezogene Linie in Abb. 3 zeigt die entzerrte Photometerkurye 
einer Ordnung bei einem Etalonabstand d = 45 mm. Diese Struktur ist ohne An- 
nahme einer starken Abweichung von der Intervallregel beim ®D;,.-Term nicht 


5 + Ny - 


ee a, Ba, a, a, 

Abb. 3. Hfs der Aul-Linie A 6278 A. Die äußere Kontur stellt die nach Wellenzahl und 
Intensität auf linearem Maßstab entzerrte Photometerkurve einer Ordnung dar. Etalon- 
abstand 45 mm. Die gegenseitige Lage der eingezeichneten Komponenten ist mit den aus 
allen Messungen erhaltenen Mittelwerten der Aufspaltungsfaktoren des 5d106p ?P,,»- 
und des 5d°?6s? ®D,,.„-Terms berechnet, die Linienform ist unter Berücksichtigung der 
theoretischen Intensitätsverhältnisse aus der Photometerkurve abgeleitet. Superposition 
der Einzelkomponenten ergibt innerhalb der Zeichengenauigkeit Übereinstimmung mit 
der beobachteten Intensitätsverteilung. Der Untergrund entspricht der Apparatever- 

teilung des Fabry-Perot-Etalons. Intensität J in willkürlichen Einheiten 


zu verstehen. Da eine Störung durch Nachbarterme nicht zu erwarten ist®), 


= li gt es nahe, die Abweichung durch ein Kernquadrupolmoment zu erklären und 
ee die Intervalle durch die Casimirsche Formel darzustellen: oe 


K= FF + + 


In Abb. 4 ist der Einfluß der Größe von B auf die Linienstruktur dargestellt. 
Es zeigen a) und b) Hfs-Termschema und Linienstruktur für B = 0, wobei die 
Aufspaltung des ?P,,, und der A-Faktor des ®D,,, den gefundenen Verhältnissen 
entsprechend angenommen sind. Die Linienkomponenten &,, ß}, 83, die mit F = 1 
und F = 3 des *D,),-Terms kombinieren, behalten auch bei B + 0 ihre gegen- 
seitige Lage, während die Abhängigkeit der Lage der Komponenten x,, «, und ß, 
von B durch die schräg verlaufenden Geraden gegeben ist. Abb. 4c) zeigt die 
Situation so, wie sie zur Deutung der gefundenen Struktur angenommen werden 
muß (vgl. die eingezeichneten Komponenten in Abb. 3). Abb. 4d) gibt das zuge- 
hörige Termschema. B hat negatives Vorzeichen und beeinflußt die Struktur so 
stark, daß die Hfs-Terme mit F = 3 und F = 2 vertauscht sind. 

Abb. 3 zeigt, daß der Abstand der Komponenten x, und ß, dem der entspre- 
chenden Intensitätsmaxima gleich ist (die Komponenten x, und ß, beeinflussen 


gr 6) Dies wird in Abschnitt 4 näher ausgeführt. 
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wegen ihrer nahezu symmetrischen Anordnung die Lage des Hauptmaximums 
praktisch nicht). Das dritte beobachtete Maximum entsteht im wesentlichen durch 
Überlagerung der Komponenten ß, und x». Eine gesonderte Untersuchung ergab, 
‚ht daß dieses Maximum — innerhalb eines ausreichenden Spielraums unabhängig 
von Abstand (x, — ß,) und Linienbreite — um 3 - 10-* cm! gegen x, verschoben ist. 


2, 
ınd 
on- 
aus “ 
ur 
der 
ion 
mit 
er- 
9) | 
nd 
“6A 
Abb. 4. Einfluß des Aufspaltungsfaktors B des Terms 2D,,, auf die Hfs der Linie 2 6278 A. 
a) Termschema mit B = 0 
b) und c) Lage der Hfs-Komponenten in Abhängigkeit von B, bezogen auf die 
stärkste Komponente 
d) Termschema zu c) 
It. c) und d) entsprechen den gefundenen Verhältnissen. 
lie Hfs-Angaben in 10% cm 
en 
en Aus den Meßergebnissen (Tabelle 1) folgt dann 
Bs (Bs — xg) = 31,7 - 10-* cm™?; (a fs) = 49,5 - 10”? cm! 
en 
und unter Benutzung der in 5837 Ä gefundenen des 
pe Terms 6 = 22,5 - 10-3 em-! 


BIA=—43 +05. 


Ann. Physik. 6. Folge, Bd. 13 


Ar FR 7 der Intervallregel hervorrufen zu können. Der nächste Term dieser Art ist aber 
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Bei Abschätzung der Fehlergrenze wurden berücksichtigt: 
1) zufällige Fehler bei Vermessung der Maxima; 


2) mögliche Differenzen zwischen angenommener und wirklicher Lage der 
Einzelkomponenten bezüglich der Maxima der Linienkontur. 


Die Linienbreite der Einzelkomponente bei 50 mm Etalonabstand betrug etwa 
22 - 103 em. 


In Abb. 3 sind die Einzelkomponenten in die bei einer Aufnahme erhaltene 
Intensitätsverteilung eingepaßt, wobei die gegenseitige Lage der Komponenten aus 
den angegebenen Intervallfaktoren berechnet ist. Das beobachtete Profil wird 
durch Superposition der Einzelkomponenten gut dargestellt. 


c) A 5065 A (5d* 6s? 5d"6p 


Pi Wegen der BEN Aufspaltung des Terms *P3,, gibt die Linie im wesentlichen 
die Struktur des *D,),-Terms wieder, wobei die 
a an pea F = 3 und F = 2 entsprechenden Komponenten 
=> = nicht voneinander aufgelöst sind. Die be- 
friedigende Übereinstimmung mit den in Ab- 
schnitt b) erhaltenen Termwerten (vgl. Abb. 5) 
Ü stützt die Deutung der Struktur der Linie 
v-v, {46278A. Die Abweichungen lassen sich durch 
eine Aufspaltung des Terms ?P;,, erklären, 
dessen Gesamtaufspaltung aus der beobachteten 
Abb. 5. Beobachtete Struktur Breite der Linienkomponenten auf 15 bis 
der Linie 2 5065 Ä. Die Ver- 20 - 10-3®cm-! geschätzt wird. Die Meßgenauig- 
6p 2P,,.-Term nicht aufspaltet, gstaktoren dieses erms nicht aus ). 
sie gibt also die Hfs des Terms 


5d® ®D,,, wieder. Lage der Kom- 4. Berechnung des Quadrupolmomentes 
ponenten in 10% 


berechnet 


Die erheblichen Abweichungen der Hfs des 
5d*6s?*D,). von der Intervallregel können 
durch Termstérungen nicht erklärt werden, da eine Abschätzung®) zeigt, 
FY Fo daß Terme mit J = 1/2 oder J = 5/2 und gleicher Parität — die hierfür allein in 
Frage kommen — näher als 1000 cm”! liegen müßten, um eine meßbare Störung 


5d®6s? ?D,,, im Abstand von 12274 cm~?. Es muß daher geschlossen werden, daß 
der Goldkern ein elektrisches Quadrupolmoment besitzt, und es war berechtigt, 
bei der Analyse von A 6278 A die Gültigkeit der Casimirschen Formel für die 
Hfs des Terms 5d°6s? ®D,,, zugrunde zu legen. Daß auch Störungen durch Terme 
mit J = 3/2 keine wesentliche Rolle spielen können, wird weiter unten gezeigt. 


?) Aus der Struktur der von ihm untersuchten, schlecht aufgelösten Linie 4 7511 A 
schätzt Kelly A # 3 - 10°? cm! für ?P,,,, was einer Gesamtaufspaltung von 18 - 103 cm’! 
entspricht. Da er aber das Kernquadrupolmoment nicht berücksichtigt hat, das die Hfs 
dieses Terms besonders stark beeinflussen sollte, ist diesem Wert nur geringe Bedeutung 
zuzulegen. 


8) Nach Casimir 
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= Der Term 5d®6s? D,,, hat ein Elektronenloch in der 5d-Schale, so daß die 


Formeln von Goudsmit-Fermi-Segré und von Casimir zur Berechnung von 
g und Q angewendet werden können. 


m,/m, J (J + 1) 


pore 


Durch Zusammenfassung folgt: 


B em,/m, 2J —1 J +1) o re 

Die zur Berechnung von (r~*);q sowie der Relativitätskorrekturen x, A, o erforder- a 
liche Kenntnis von Z, wird an Hand der Tabelle 2 gewonnen, in der die A-Faktoren ie 


Tabelle 2 
Berechnung von Z,. Aus den A-Faktoren der 5d?6s??D-Terme im HglI- und TIILI- 
Spektrum, soweit sie experimentell bekannt sind, und unabhängig gemessenen g,-Werten 
wird Z, abgeleitet. Bei Tl ist A nur als Mittelwert für beide Isotope bekannt, daher wurde 
auch für g, ein mit den Häufigkeiten gemittelter Wert eingesetzt. Die g, beider Isotope 
unterscheiden sich um etwa 1%, 


Element ‘Spektrum 2% 9,°)_ Term em—| A*)cm™ | zZ, 
Hg  1,00824 2Dys 15088 | 0,089 | 59=Z-21 
111 | 3,246 | "Dye 18618 0350 64=Z—-17 
| | Mittelwert: | Z—19 


zweier Terme der iemsbblitenniaclion Sprokitren HgII und TIIII und die durch Kern- 
resonanzverfahren unabhängig gemessenen g,-Werte zur Bestimmung von Z, 
benutzt werden. 

Mit dem aus Tabelle 2 entnommenen Mittelwert 


ergibt sich: 
Q B 
A 


Nach Einführung des Meßwertes A = (7,0 +- 0,7)-10-% em7! erhält man 
91 = 0,093 + 15%. Kelly fand aus der Hfs der 5d%6s- und 7s ?S,/,-Terme 
91 = 0,091 + 6%. Die Übereinstimmung der Ergebnisse läßt darauf schließen, 
daß der Term ®D,,, auch durch Terme mit J = 3/2 nicht gestört ist. 

Aus dem von Kelly gemessenen, genaueren Wert für gy und dem Meßergebnis 
B/A = — 4,3 + 0,5 errechnet sich 


— 


°) Entnommen [MF52] 
10) Entnommen [ BG32] 


+ (0,56 


+ 0,1) - 10% cm?. 
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Uber energiehomogene lonenströme aus se Glimmlicht 


der Hohlkathode Be 

’on M. Pahl und W. Kleinmann 5 

| 

Eine Se hülerse the Hohlkathode (2cm @) ist an Stelle des Bodens mit einer Be 
Kreislochblende (0,5 mm @) von variierbarem elektrischem Potential versehen. m 


Die durch die Lochblende austretenden Ionenströme (Größenordnung 10 uA) 
werden zunächst auf 300 bis 1000 V beschleunigt, sodann durch einen Kanal 
(10 mm Länge, 1mm @) möglichst parallel ausgeblendet auf die Größenordnung 
0,1uA und ihre Energien mittels einer Gegenfeldmethode in einem elektrostatischen 
Rohrlinsensystem gemessen als Funktion verschiedener Parameter wie Gasdruck, 
Ziehspannung und anderer mehr. Die schmalste Energieverteilung ergibt sich, 
wenn die Ionen ohne Ziehfeld durch die Lochblende austreten. Feinheiten der 
mit H,, N, und Ne gemessenen Kurven werden näher diakeutiort. 


Das Gebiet der Emissionsspektroskopie hat in neuester Zeit besondere Bedeu- ß a 
tung gewonnen, nachdem Schüler und Mitarbeiter!) in der Glimmentladung = 


eine größere Anzahl bisher unbekannter Spektren von organischen Molekülen 


gefunden haben. Die Zuordnung dieser neuen Spektren zu ihren wahren Trägern ee 
bildet hierbei jedoch ein schwieriges Problem, weil in der Glimmentladung infolge Er 
von Elektronenstößen auch Moleküldissoziation stattfindet; außer den Molekülen a 
leuchten noch Molekiilbruchstiicke. Hinzu kommt, daß die Glimmentladung stets Er 
nur unter einem Gasdruck betrieben werden kann, der die Möglichkeit von Sekundär- BE 


reaktionen der Molekülbruchstücke nicht ausschließt, weil die mittlere freie Weg- 
länge maximal nur die Größenordnung von einigen Millimetern besitzt. Die Disso- 
ziation von Molekülen durch Elektronenstöße läßt sich am reinsten im Massen- 
spektrometer untersuchen, in dessen Ionenquelle bereits Drucke von 10-5 bis 
10-4 Torr zur Messung ausreichen. Der Anschluß einer Glimmentladungsröhre an 
ein Massenspektrometer erscheint nun als eine aussichtsreiche Methode, um die 
Träger optischer Spektren in der Glimmentladung auf dem indirekten Wege einer 
massenspektroskopischen Analyse der Ladungsträger zu ermitteln. Im Hinblick 
auf dieses Ziel befaßt sich zunächst die vorliegende Arbeit mit der Frage, inwieweit 
sich die Hohlkathode (HK) als Ionenquelle für massenspektrometrische Mes- 
sungen eignet. 


ı) H. Schüler u. L. Reinebeck, Naturwiss. 39, 445 (1952); dort auch weitere Li- 
teratur. 
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Die Hohlkathode, erstmalig von Paschen®) als intensive Lichtquelle bei 
spektroskopischen Arbeiten benutzt, ist von Schüler näher untersucht*) und 
zu einer Form entwickelt worden *)5), die mannigfach erfolgreiche Anwendung 
gefunden hat. Sondenmessungen im Innern der HK) hatten schon früher er- 
geben, daß im negativen Glimmlicht ein sehr geringer Potentialgradient herrscht. 
Auf Grund dieser Tatsache konnte man aus der HK die größte und günstigste 
Ionenausbeute für unsere Zwecke erwarten. 


a) Allgemeine Beschreibung 

Aus einer Entladungsröhre, die der von Schüler) angegebenen entspricht, 
treten die Ladungsträger durch eine Lochblende (0,5 mm @) in eine Beschleu- 
nigungsstufe von 300 bis 1000 V. Anschließend erfolgt die Messung ihrer Energie 
mittels einer Gegenfeldmethode. Abb. 1 zeigt die verwendete Apparatur. Die 
Röhre und das rotationssymmetrische Elektrodensystem sind halbschematisch 
dargestellt zusammen mit dem elektrischen Schaltbild und Vakuumschema. 

Innerhalb der eigentlichen Meßapparatur sind drei getrennte Vakuumräume 
(I, II, III) vorhanden. Im Entladungsraum I herrscht ein Druck von einigen 
10-! Torr, hinter der Lochblende Z (Beschleunigungsraum II) fällt der Druck 
rasch ab auf einige 10-* Torr, während im eigentlichen Meßraum III durch eine 
eigene Pumpe ein Vakuum von einigen 10-* Torr aufrechterhalten wird. Die 
Druckmessung erfolgt mit einem Hg-Kompressionsmanometer vom Moser- 
schen Typ. Wie gesonderte Versuche ergaben, liegt der Einfluß kondensierbarer 
Dämpfe unter fünf Prozent der Meßwerte. Als Trägergase der Entladung dienten 
spektralreines Ne, H, und N,, letzterer mit etwas O, verunreinigt. 

Die Entladung wird mit dem Gleichrichter Gl betrieben. Die Änderung der 
Ströme auf und durch die Lochblende Z geschieht nach Art einer Sondenmessung 
durch Variation des Potentials von Z mit Hilfe des Potentiometerabgriffs P;,. 
Das Beschleunigungsfeld wird an P, variiert; die vom Gleichrichter N, gelieferte 


2) F. Paschen, Ann. Physik 50, 901 (1916). 
3) H. Schüler, Physik. Z. 22, 264 (1921). 
4) H. Schüler, Z. Physik 85, 323 (1931). SA 
5) H. Schüler u. H. Gollnow, Z. Physik 98, 611 (1935). u 


Erklärungen zu Abb. 1: 


Oben: Schaltschema des elektrischen Teils. 

V,: Anodenpotential, U,,: Bremsspannung, U,,: Ziehspannung (positiv für A po- 
sitiv gegen L), Up: Potentialdifferenz Anode-Bremszylinder (positiv für A positiv gegen 
D), Ig: Kathodenstrom, I,: Strom auf Ziehblende, I,.: Strom auf Beschleunigungs- und 
Kanalblende, I»: Strom auf Auffänger. R,, R,: Vorwiderstände 6—75 kQ, R,: 150 kQ, 
P,, 2,3: Potentiometer etwa 50 kQ, 0,:6 uF, C,: 4 uF, Cs: 4 uF. 


Mitte: Entladungsréhre und Ionenoptik, maßstabsgerecht. 

4A: Anode, K: Kathode, L: Lochblende (0,5 mm @ in Wolframfolie 0,12 mm) auf 
Messingplatte (Ziehblende), B,C: Beschleunigungsblenden (Loch in B und Kanal in ( 
jeweils 1mm ©), D: Bremszylinder, EZ: Elektronenabschirmung, F: Auffanger, G: el. 
stat. Abschirmung, W: Beobachtungsfenster 


Unten: Vakuumteil und Gaseinlaß. 

SP: Kühlspirale, NV: Nadelventil, KM: Kompressionsmanometer, KF: Kühlfallen, 
DP: Diffusionspumpem, VV: Vorvakuumgefäße, VP: Vorpumpe, VB: Vorratsballon, 
I: Entladungsraum, JZ: Beschleunigungsraum, III: Energiemeßraum 
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Abb. 1. Skizze der Gesamtapparatur. 


Text für Erklärungen s. 8.166. 
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Spannung läßt sich stufenweise ändern. B und C liegen bei allen Messungen zu- 
sammen an Erde. Der Kanal in © beschränkt die geometrische Öffnung des Ionen- 
bündels auf maximal !/,,. Mit Hilfe des Potentiometerabgriffs P, kann ein variables 
Bremspotential an den Zylinder D gelegt werden. Zwischen D und E werden die 
Ladungsträger wiederum beschleunigt und treffen schließlich zur Messung auf 
die Auffängerplatte F. E und die Abschirmung @ liegen zur Ausschaltung von 
Sekundärelektroneneinflüssen auf schwach negativem Potential gegen F. Bei 
dieser Art der Energiemessung mit Hilfe einer Potentialschwelle von variabler 
Höhe sind Verfälschungen des Auffängerstromes durch Sekundärelektronen aus- 
geschlossen. Die Wahl eines langen Hohlzylinders als Gegenfeldelektrode D hatte 
ihren Grund darin, daß diese Form, gegenüber einer Lochblende, trotz größerer 
Öffnung einen wesentlich kleineren Felddurchgriff besitzt. An den Auffänger 
ist ein Röhrengalvanometer angeschlossen. 


Die erfoderliche exakte Justierung der Blenden auf die gemeinsame Achse wird 
mechanisch und optisch vorgenommen, sowie am Aussehen der Brennflecke 
auf B, C und F kontrolliert. In Abb. 1 sind die isolierenden Halterungen von (, 
D, E, F, @ der besseren Übersicht halber nicht eingezeichnet. Anoden- und Ka- 
thodenteil, jeder mit eigener Wasserkühlung, sind durch einen angekitteten Glas- 
zylinder isoliert miteinander verbunden. Flachgummiringe dichten isolierend 
Raum I und II gegen den Außendruck. Sämtliche Elektroden sind aus Cu ange- 
fertigt. Nur das Kreisblendenloch L sitzt in einer 0,12 mm starken Wolframfolie, 
die auf einer diekeren Messingscheibe gasdicht aufgekittet ist. 

Beim Brennen der Röhre enststehen mit der Zeit Niederschläge auf A und Z, die von 
der Kathodenzerstäubung herstammen. Sie dürfen keinesfalls schlecht leitende Metall- 
oxyde sein, wie z. B. von Al- oder Mo-Kathoden bei Gegenwart von O,-Spuren, da sonst 
störende Aufladungen eintreten, die das Potential von A und Z und damit des Glimmlichtes 
nach kurzer Betriebszeit erheblich verändern. Bei Verwendung von Cu-Kathoden leiten 
diese Beläge bis zu 20 Betriebsstunden genügend gut, wie wir aus der Konstanz des Glimm- 


lichtpotentialsin N, festgestellt haben. Nach fünfstündigem Betrieb mit einer Ag-Kathode 
war ebenfalls keine störende Aufladung zu bemerken. 


Se Bs b) Fehlerbestimmung und Kontrollmesungen mit Glühelektronen 

A Die Energieverteilung (EV) der Ionen beim Du chfliegen des Lochs in Z nennen 
wir die primäre EV. Eine sekundäre EV liegt vor, wenn die mit der Gegenfeld- 
anordnung gemessene EV irgendwie von der primären EV abweicht. Solche 
Effekte sind sowohl innerhalb der Beschleunigungsstrecke LB, wie innerhalb der 
Gegenfeldanordnung möglich. Für eine Verwendung der Hohlkathode als Massen- 
spektrometer-Ionenquelle interessiert nur die primäre EV. Es ist daher wichtig, 
die Größe der sekundären EV abzuschätzen oder experimentell mit Ladungsträgern 
bekannter Geschwindigkeitsverteilung zu ermitteln. Im folgenden wird teils der 
eine, teils der andere Weg beschritten. Entlang der Beschleunigungsstrecke LB 
kann eine sekundäre EV durch Stöße der Ladungsträger gegen neutrale Gas- 
moleküle hervorgerufen werden. Wie die Abb. 9, 13 und 14 zeigen, läßt sich dieser 
Störeffekt ausschalten, wenn der Druck in I möglichst niedrig und die Feldstärke 
im Beschleunigungsraum nicht zu hoch gewählt wird. 


Die Gegenfeldanordnung selbst haben wir durch Messung mit Glühelektronen 
bekannter Energieverteilung geprüft. Dabei ist die ganze Röhre mit Raum | 
auf Hochvakuum gepumpt. Ein 2 mm vor der Lochblende LZ angebrachter Wolfram- 
glühdraht (0,1 mm @) emittiert seinen Sättigungsstrom nach L, wovon ein 
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geringer Bruchteil durch das Loch in Z hindurchtritt. Gemessen wird der Elek- 
tronenstrom J» auf den Auffänger F als Funktion der Spannung U 4p zwischen 
Heizfaden und D bei verschiedenen Werten U 4, der Elektronen-Voltgeschwindig- 
keit im Kanal C (Abb. 2a). Die Temperatur des Heizfadens wurde aus dem Sat- 
tigungsstrom zu 2400° K bestimmt. Aus dieser Temperatur und der Maxwell- 
Verteilung der Glühelektronengeschwindigkeiten berechnet man die in Abb. 2b 
gegebene Gegenspannungskurve für die primäre EV. Die Meßpunkte einiger ge- 
messener Gegenspannungskurven sind in Abb. 2a eingetragen. Für jede Gegen- 
spannungskurve wurde der höchste Meßpunkt mit. der theoretischen Kurve zur 


Ip 
a 
50 
50 
0 
0 
Abb. 2a. Prüfung der Gegenfeld- ta 
methode mit Glühelektronen. Obere : 
Kurve Uz, = 490 V Ug = 150 V 
100%, entspr. 0,125 vA. Untere Kurve Abb. 2b. Vergleich der berechneten Gegen- 
Urg = OV Uy, = 150V 100% entspr. spannungskurve (ausgezogen) für die Glüh- 
0,05 uA. Beide Kurven reduziert auf fadentemperatur 2400° K mit den Meß- 
den Meßwert bei U‘), = 20 Volt punkten fiir Glühelektronen 


Deckung gebracht. Die übrigen Punkte haben gegenüber diesem Bezugspunkt 
den richtigen gemessenen Abszissenabstand. Man sieht, daß die Verzerrung der 
primären Kurve durch eine sekundäre EV höchstens 0,2 Volt betragen kann. 


Die Potentialschwelle im Innern des Zylinders D weist von der Achse zur 
Wand hin noch einen Anstieg auf. Achsennahe Teilchen passieren die Schwelle 
an der tiefsten Stelle, achsenfernere müssen ein höheres Potential überwinden. 
Die Tiefe Vp der Potentialmulde im Sattelquerschnitt ist ein Maß für den größt- 
möglichen Fehler der Energiebestimmung infolge des Felddurchgriffs. Bei höherer 
Spannung U4, also wachsender Elektronenenergie im Kanal C, muß man die 
Spannung Ugp ebenfalls erhöhen. Damit wird die Potentialmulde am Sattel in D 
tiefer. Aus der damit verbundenen Verschiebung der Gegenspannungskurven auf 
der U ‚p-Skala (siehe Abb. 2a) läßt sich Vp ermitteln. Abb. 3 gibt für verschiedene 
U.p die so gefundenen Werte von Vp bis auf eine Konstante, deren Wert durch 
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die Wahl des Bezugspunktes auf der Kurve in Abb. 2b gegeben ist. Nach der 
Potentialgleichung muß der Felddurchgriff Vp/Ucp konstant sein; aus der 


1% co 
0 200 400 600 800 1000), 


Neigung der Geraden in Abb. 3 ergibt er sich zu 
0,97 - 10-2. 

Die Messungen mit Glühelektronen zeigen, daß 
die sekundäre EV sicher geringer ist als 0,2V, 
Die Bestimmung von V p gestattet bei den folgen- 
den Ionenmessungen eine genauere Bestimmung 
des Entstehungspotentials der Ionen. 


III. Messungen mit Glimmentladung = 


Visuell gleicht die Entladung der von Schüler 


Abb. 3. Gemessene Abhängig- beschriebenen Form. Bei allen Messungen liegt p; 


keit des Felddurchgriffs Vp im 
Bremszylinder D von der 
Gegenspannung U.» 


so niedrig, daß kein Faradayscher Dunkelraum 
im Kathodenzylinder auftritt. Zunächst seien 


einige Meßergebnisse mitgeteilt, die sich ohne 

Rücksicht auf die Energie der Ladungsträger lediglich auf die Abhängigkeit der 
aus der Hohlkathode erzielten Ströme von verschiedenen Parametern beziehen. 
a) Abb. 4 zeigt als ein typisches Beispiel, daß sich der Ionenstrom aus einer 
N,-Entladung mit wachsendem Druck p; im Entladungsraum nur relativ wenig 
ändert; dagegen ruft eine Druckzunahme von py im Beschleunigungsraum 


LT Infolge von Umladung und Streuung an 


I : neutralen Molekülen eine wesentlich stärkere 
% — Abnahme des Ionenstromes hervor (Sekun- 
100 x bia dire EV). Es ist deshalb am zweckmäßig- 

sten (siehe auch III,f), bei vorgegebener 
 Pumpleistung unter möglichst niedrigem pı 


= 
002 00% 006 arr 


Abb. 4. Abhängigkeit des Ionen- 
stroms I» von den Drucken p, 
(Kurve I) und p,, (Kurvell), ge- 
messen an N,. 100% entspr. bei 
Kurve 0,031 «A, Kurve II 0,039 wA. 
U4, = 300 V, = 50 U u =0V 


(und damit auch py) zu arbeiten, dessen 
Betrag etwas höher liegt als der Löschdruck 
der Entladung. Der letztere hängt etwa um- 
gekehrt proportional mit dem Radius der 
Hohlkathode zusammen und bestimmt da- 
durch die Wahl eines möglichst weiten Ka- 
thodenzylinders; er beträgt in unserer Appa- 
ratur (20 mm Kathodendurchmesser) für N, 
0,06 Torr, für H, und Ne je 0,28 Torr, ge- 
messen ohne Berücksichtigung der Gastempe- 
ratur im Entladungsraum, jedoch korrigiert 
um den Druckabfall an der Kühlspirale SP. 


b) Der überwiegende Teil der durch Z hindurchtretenden Ionen trifft auf B 
und €, während nur ein geringer Bruchteil durch den Kanal in C zur eigentlichen 
Messung an den Auffänger gelangt. Der Strom /,. wächst annähernd linear mit 
der Entladungsstromstärke J, (siehe Abb. 5a, b), hingegen bleibt der Auffänger- 
strom I, — infolge der Raumladungsverbreiterung hinter L — in einem weiten 


Bereich nahezu konstant. 


Die Neigung der J,¢-Kurven wird flacher mit zunehmendem Wert des Para- 
meters py. Der Grund hierfür dürfte die Abnahme der Zahl schneller Elektronen 


pro em? in der Glimmlichtmitte sein. Abb. 5c zeigt dies für die Elektronen mit 
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Energien größer als 50eV. Diese Abnahme ist bedingt durch den kleineren Kathoden- 
fall bei höherem Druck und durch vermehrte unelastische Zusammenstöße der 


Elektronen. Weitere Gründe für die Abnahme des cantatas Ic bei Druck- 
steigerung sind möglicherweise eine Anderung 2) 


der Feldverhältnisse vor der L-Blende, sowie % 
eine stärkere Behinderung der lonenwanderung HA 
aus dem Glimmlicht nach Z hin durch ver- 10+ 
mehrte Stöße. Arbeitet man mit einer zu- al 
sätzlichen Ziehspannung (U 47; =53V in Abb. 5b), 
so steigt /ge — bei gleichem py — steiler j i 
N 
p, = 096 Torr 
2 
r ~ ; 
4 4 fi K 
40 80 120 mA 40 80  120mA 
Abb. 5a. Ionenstrom I, aus Ne als 5 Abb. 5b. Ionenstrom I,. aus Ne als 
Funktion des Entladungsstroms J, Funktion das Entladungsstroms I, 


bei verschiedenem Druck p, ohne 
Ziehfeld (U4, = 9). p, in Torr. 
Ure 300 V 


Aa bei verschiedenem Druck p, (in Torr) 
mit Ziehfeld (U4, = 53 V). U, 
300 V 


anals mit U,,—= 0 V, weil sich nun noch die Wirkung der im Ziehfeld entstehenden 


Tonen iiberlagert. 


Die Abhängigkeit des Stromes /zc vom Ziehpotential der 


Blende LZ, gemessen als Funktion der Span- 


“7c p= O33 Torr nung U4,, gibt Abb. 6 wieder. 

HA I c) Den Einfluß der Strahlbündelung im 
u | TE Beschleunigungsfeld LC auf Ip zeigt Abb. 7. 
Zur Erst oberhalb von U 4, = 400V wird annähernd 
oo, konstante Stromdichte im Strahl erreicht. 


48 80 mA 


Abb. 5c. Strom der schnellen 
Elektronen auseiner Ne-Entladung 
(U4, > 50 Volt) I,. als Funktion 
von I, mit p, als Parameter 


7 


5 Volt 

Abb. 6. Ionenstrom Iz, aus Ne als 
Funktion der Ziehspannung 
90,33 Torr, p,, 2,5-10- Torr, 
Ir = 20 mA, Uy, = 300 V 


d) Die Energie der Ladungsträger aus dem Glimmlicht (primäre EV) wurde — 
ähnlich wie bei den Glühelektronen — durch die Messung des Auffängerstromes Ip 
in Abhängigkeit von U 4p bestimmt. Parameter waren hierbei 


— Pi, Pu, U 41; Ix. 
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Abb. 8 zeigt schematisch eine derart in N, oder H, gemessene Ionenkurve. Der 
Nullpunkt der Abszissenteilung bedeutet den mit dem Voltmeter gemessenen 
Wert U4p = 0 V, der aber nicht der Potentialdifferenz Null zwischen dem Start- 
ort der Ionen im Glimmlicht und dem Sattelpunkt im Innern von D entspricht, da 
noch das Elektronensautrittspotential U’, von Kupfer und der Wert von V, 


I 
3, 
100 
100 


A U 

Abb. 7. Auffänger- 
stromes I, bei N, von der Beschleu- 
nigungsspannung U,,. (Wirkung 
der Strahlbiindelung !) Py -0,1 Torr, 
Pn = 1-10-* Torr, I, 10 mA, = 
U4, = OV, U. = WV, 100% ent- 
sprechen 0,035 wA 


Abb. 8. Schematische Bremskurve fiir 
Ionen. 1. Bereich langsamer Ionen, 
2. Übergangsbereich, 3. Sprung- 
bereich, 4. Bereich überschneller 
Ionen. Usp: Sprungpunkt 


berücksichtigt werden müssen. Angenäherte Potentialgleichheit von Startort 
und Sattelpunkt besteht jedoch für den ,,Sprungpunkt“ einer Kurve (Abszissen- 
wert der zur Ordinate 50%, gehört) bis auf die geringe Voltbreite des Steilanstiegs. 
Mithin gilt die Beziehung 

Usp = Ucu + Vo—U ae (1) 
zwischen der Abszissenlage des Sprungpunktes Us,, dem Austrittspotential 
Ucu, der Satteltiefe Vp und der Potentialdifferenz U 4g zwischen Anodenmetall 
und Glimmlicht. Aus der Abszissenlage des Sprungpunktes Us, solcher Kurven 
fanden wir für U 4g bei Ne aus 10 Messungen — 4,5 + 0,5 V, bei H, aus 10 Messungen 
— 6,1 + 0,7 V und bei N, aus 19 Messungen — 7,5 + 0,7 V, jeweils konstant inner- 
halb von 10 bis 20 Betriebsstunden. Bei noch längerer Betriebsdauer in N, er- 
gaben sich stärker negative Werte von U 4, infolge Aufladung von Niederschlägen 
auf A und D. 

e) Der Auffängerstrom J, zeigt kleine, zeitlich unregelmäßige Intensitäts- 
sprünge, die von der Inkonstanz der Glimmentladung herrühren. Sie betrugen 
bei 1x = 10mA etwa 2%, bei Jz = 100 mA etwa 5% des Meßwertes. Für eine ge- 
nauere massenspektrometrische Analyse wäre demnach gleichzeitige Registrierung 
des ganzen Massenspektrums erforderlich (photographisch oder mit mehreren 
Auffängern). Sämtliche Ionenmessungen wurden mit solchen Parameterwerten 
von U4, vorgenommen, daß langsame Aufladungen der Elektroden (langsame 
Änderungen von I, bei Konstanthalten aller übrigen Parameter) nicht auftraten. 

Wir kommen nun zu den Bestimmungen der Breite der Energieverteilung ver- 
schiedener Ladungsträger aus der Hohlkathode. Die im folgenden mitgeteilten 
Kurven sind in der Weise gemessen, daß zu jedem Meßpunkt sofort anschließend 
der Nullpunkt und sodann der Meßwert eines Bezugspunktes bei willkürlichem, 
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aber festem U‘%yp in einem möglichst flachen und horizontalen Kurvenbereich 
abgelesen wurde. Zum besseren Vergleich aller gemessenen Kurven und zum Aus- 
gleich von absoluten Intensitätsschwankungen während einer Meßreihe sind die 
Ordinatenmaßstäbe auf den jeweiligen Bezugswert von UY reduziert angegeben. 
Abb. 9 zeigt die Kurven mit der schärfsten erreichten Ionenenergieverteilung für 
die Gase H,, N, und Ne. 

f) Die Ionenkurven weisen sämtlich einen schmalen Sprungbereich von 2 bis 
3Vauf. In diesem Bereich liegen bei H, 95%, bei N, 98,5% und bei Ne 100% der 
gesamten Ionenintensität, deren Energie ausreicht, um das zum jeweilig gewählten 
Bezugspunkt U%p gehörende Bremsfeld zu überwinden (bezüglich der Restinten- 


nie 
+50 0 AD 


| +100 +50 0 Volt 
Abb. 9. Günstigste Bremskurven für Ionen. U9, = 20 V. 

O—O—O Ng: 2, =0,08 Torr, = 7:10* Torr, = 10 mA, Uy, =0 V, = 300 V 

A—A—A Ba: p, =0,28 Torr, p,, = 3-10-* Torr, I, =34 mA, Ug, =0 V, Use = 300 V 

Ne: p, = 0,34 Torr, =2,5-10Torr, = 20 mA, Uy, =0 V, Use = = 300'¥.. 


s=0,8V 
100% entsprechen bei N,: 0,032 uA, bei H,: 0,18 „A, bei Ne: 0,046 „A 


sitäten bei H, und N, siehe III, g). Zur Erzielung solcher Kurven wie in Abb. 9 
gelten für die günstigste Wahl der Parameter folgende Forderungen: 1. möglichst 
kleine Drucke, 2. möglichst kleiner Durchgriff von Uygin L 3. U4, = 0 V (keine 
Ziehspannung zwischen J und Glimmlicht). Der Sprungbereich (3 in Abb. 8) ist 
bei den gemessenen Ionenkurven in Abb. 9 um 0,5 bis 1 V breiter als bei den Glüh- 
elektronen in Abb. 2a, für welche die theoretisch zu erwartende Energieverteilung 
(bis auf 0,2 V) gemessen wurde. Es muß deshalb die Frage nach der Breite der 
primären EV der Ionen näher diskutiert werden. 

Zunächst sei gezeigt, daß die Sprungbreite der primären EV nur wenig größer 
sein kann als die gemessene. Von den verschiedenen Störungsursachen wie Brumm- 
spannungen zwischen den Elektroden, V „-Unschärfe, Raumladungseinflüssen am 
Bremssattel kann nur die Raumladungswirkung eine Homogenisierung der EV 
bewirken. 

Um diese abzuschätzen, betrachten wir einen Ionenstrahl exakt homogener 
Primärenergie. Die gekrümmten Kurven 1,2,3 der Abb. 10 geben schematisch 
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die Abhängigkeit der potentiellen Energie eines Ions von seinem Ort auf der Achse D 
des Bremszylinders. Mit wachsendem U 4p rückt der Bremsberg höher. Der Brems- s für 
vorgang bedeutet eine Umwandlung kinetischer Translationsenergie in potentielle, (ren 
wobei die Gesamtenergie als Summe beider konstant bleibt. Diese Gesamtenergie Spru 
wird dargestellt durch die abszissenparallele Gerade in Abb. 10. Die Voltge- unte 


schwindigkeit der Ionen ist gegeben unwe 
Energie durch die Differenz zwischen der lassi 
 Gesamtenergie Uges und dem stati- Vp 
schen Bremspotential der betrachteten I 

Stelle. Bei stärkerer Bremsung werden ven 
die Ionen langsamer; dem höher here 

ee riickenden Bremsberg (Stadium 1, 2,3) f 

überlagert sich an seinem Scheitel bere 

ein zusätzlicher, von der Raum- dere 

ladungswirkung herrührender Poten- spri 


tialhöcker (Stadium 2,3). Der Po- kön 
tentialhöcker bewirkt, daß die Sper- weis 

0 rung des Stromes schon bei kleineren dir 
Abb. 10. Schematische Darstellung der Aus- U ,p-Werten einsetzt (Stadium 3), als Jäßt 


bildung des Raumladungshöckers mit wach- dies dem statischen Potentialverlauf ord: 
sender Abetand nach der Fall ware; die Energie der | a 
Bremszylinders D. Kurven 1,2,3: Poten- Ionen wird dabei zu klein gemessen. sch 
tielle Energie eines Ions am Ort :. Bei 2 und Die Hohe V,, der Höckerspitze über Erk 
3 Raumladungshöcker schraffiert dem statischen Bremssattel bei Ein- sch 
setzen der Sperrung (Stadium 3) ist die 
sicher geringer, als wenn sich die Ionen noch mit einer Voltgeschwindigkeit U, bei 
über den Sattel bewegen (vgl. Stadium 2 und 3). Im letzteren Fall kann man bel 
die Differenz zwischen der kinetischen Ionenenergie und der potentiellen Energie me 
am Sattel für ein rein statisches Feld angeben. Sie ist gegeben durch U, + U,, H, 
wenn man unter U, die Höckerhöhe versteht, die gleich ist der durch Raum- da 
ladungswirkung verursachten Spannung zwischen Mitte und Rand eines kreisrunden Mc 
Strahls von Ionen mit gleichbleibender Voltgeschwindigkeit U, (Vernachlässigung vo 
der Geschwindigkeitsänderung am Sattel gefährdet unsere Abschätzung nicht): rei 
ge 
U, = 65-106 Vo (2) ih 
U, 

ge 
(J: Ionenstrom in Amp., M: Molekulargewicht, U,, U, in Volt). Aus (2) und der je 
Bedingung =, + U,) = 0 wird zwecks möglichst guter Abschätzung von V, 
das Minimum von U, + U, berechnet zu: sy 
s— Min (U, + U,) = 1,4: 10°. Mt IR. M 
M 
Dieser Wert von s bedeutet zugleich auch eine Schranke fiir V,,. ef sc 
Geht man vom Idealfall streng homogener Ionenenergie über zu einer Energie- a 
verteilung mit der Geraden U ges in Abb. 10 als oberer Grenze, sonst aber beliebiger s0 
Breite, so kann V, nur kleiner werden. Die Raumladungswirkung der Ionen mit I 

geringeren Energien ist beim Einsetzen der Sperrung am Sattel nicht mehr vor- 
handen, da diese Ionen sehon vorher umkehren; der Höcker erniedrigt sich und I 


wandert nach links. 4 


% 
- 
A. 
3 =} 
_ 
A. 
> 


Pahlu. Kleinmann: Energiehomogene Ionenströme aus dem Glimmlichtder Hohlkathode 175 


Die obere Grenze des Sprungbereichs kann also höchstens um diese Schranke 
sfür V, zu niedrig gemessen werden. Unter der Voraussetzung, daß die untere 
Grenze des Sprungbereiches nicht zu hoch gemessen wird, ist daher die primäre 
Sprungbreite höchstenfalls um diese Schranke breiter als die gemessene. Wie die 
unter den einzelnen Abbildungen vermerkten Werte für s zeigen, bedeutet dies nur 
unwesentliche Änderungen. Die zuletzt gemachte Voraussetzung ist deshalb zu- 
lässig, weil die untere Energiegrenze infolge der erwähnten Störungen (Brumm-, 
Vp-Unschirfe, Raumladungseffekte) stets zu klein gemessen wird. 

Im folgenden wird noch gezeigt, daß gerade für Molekülbruchstücke eine un- 
vermeidliche Energieunschärfe auftreten kann, welche die Breite des Sprung- 
bereichs wesentlich übertrifft. 

g) Die Kurven 9, an H, und N, gemessen, weisen hinter dem steilen Sprung- 
bereich noch einen kleinen Anteil von ,,iiberschnellen‘‘ Ionen auf (4 in Abb. 8), 
deren Energie einige Volt höher ist als einem Start auf Glimmlichtpotential ent- 
spricht; bei Ne tritt dieser Bereich 4 nicht auf. Zur Erklärung dieses Effektes 
könnte man an die Bildung doppelt geladener Ionen in J und anschließende teil- 
weise Rekombination innerhalb der Beschleunigungsstrecke LB denken. Dann 
dürfte aber H, den Effekt nicht zeigen, da H}* sicher nicht existiert. Außerdem 
läßt sich überschlagen, daß der Rekombinationsquerschnitt um viele Größen- 
ordnungen zu klein ist, um bei unseren Trägerdichten eine merkliche Rekombi- 
nation zu liefern. Da auch Stöße zweiter Art als Deutungsmöglichkeit unwahr- 
scheinlich sind, bleibt als einfachste und mit allen Experimenten übereinstimmende 
Erklärung die, daß diese über- - 
schnellen Ionen Atomionen sind, 
die zusätzliche kinetische Energie — gg} 
bei der Molekiildissoziation mit- 
bekommen haben. Massenspektro- 
metrische Arbeiten®) (u. a. mit 
H, und N,) haben bereits ergeben, 
daß die kinetische Energie von 


Molekülbruchstücken sicher die a 

von uns beobachtete Größe er- 

reicht. Die massenspektrometrisch 

gemessenen Ausbeuten an solch 
gewisse Schwankungen, stimmen 80 

ein mit unseren Befunden. Solche Ass einer N,-Entladung. 

Ionen können sich im Massen- Ig = 10mA, 


spektrometer an den Linien von  p, = 0,095 Torr, p,; = 1-10 Torr, 04, =O0V, 
Molekülbruchstücken auswirken. = 300 V, U%»=0V. Sprungpunkt der 
wees \/-Kurve infolge Senkung des Glimmlichtpoten- 
schwindet bei uns in allen beob tials verschoben. ©—O—O: 100% entsprechen 
se nm beob- 4.9 4A, 100% entsprechen 1,6 uA 
achteten Fallen der Bereich iiber- 


schneller Ionen infolge von Stößen mit Gasmolekülen. Der Anteil an überschnellen 

Ionen in Abb. 9 ist bei H, etwa 4% (0,28 Torr), bei N, etwa 1,5%, (0,08 Torr). 

h) Abb. 11 zeigt zwei Kurven der negativen Ladungsträger, also vorwiegend 

Elektronen, in N, bei verschiedenem J. Diese Elektronenströme durch L sind — 

*) Hagstrum, Rev. mod. Physics 28, 185 (1951); dort auch ältere Literatur. se a 


hse - 
ms- 
lle, 
gie 
ge- 
der 
ten - 
len 
her | 
,3) 
tel 
3 
m- 
en- - 
Po- 
er- 
ren. 
als 
| 
ruf 
ler 
PN. = 
Der 
in- 
ist 
U, 
an 
Bie 
m- 
en 
ng 
b): 
2) 
er 
3) 
e- 
er 
it 
4 
d 
= 


Annalen der Physik. 6. Folge. Band 13. 1953 


um etwa zwei Größenordnungen stärker als die Ionenstréme unter gleichen Be- 
dingungen; der Sprungbereich ist 3—5 V breit und bei großem J weniger scharf 
begrenzt. Die in diesen Bereich fallenden langsamen Elektronen des Glimmlichts 


ee bilden also den überwiegenden, negativen 
Stromanteil. Aus dem oberen Knick 
der Gegenspannungskurve für Elektronen 
mit /g—=10mA erhält man Uyg= 
we —8,9 Volt. Aus den Sprungpunkten von 
19 Messungen mit N, hatte sich der Wert 
= —1,5 + 0,7 Volt ergeben. Geht 
man bei den Ionenkurven ebenfalls zum 
oberen Knickpunkt über, so berechnet 
sich Ugg = —8,5 Volt in Übereinstim- 
mung mit dem Wert aus der Elektronen- 
kurve. Teilchen mit der Geschwindigkeit 
Null starten auf diesem Potentialwert, 
er stellt also das wahre Glimmlichtpoten- 
Abb. 12. Elektronenstrom J,, mit wach- 
sender Ionenziehspannung U,,. Nähe- inen Eindruck von der Elektronen- 
rungsweise Bestimmung der Elektronen- energieverteilung im Glimmlicht gibt 
energie im Glimmlicht Abb. 12. Die Kurve ist ähnlich wie bei 
einer Sondenmessung aufgenommen und 
gibt die Abhängigkeit des Elektronenstromes von U wird dabei von 
0 nach negativen Werten, also im Sinne einer Elektronenbremsung variiert. Die 
Benachteiligung der schnellen Elektronen infolge ihrer durch den Kathodenfall 
gegebenen Vorzugsrichtung dürfte 
nicht so stark sein, um den Ein- 
druck eines wesentlichen Uber- 
wiegens der langsamen Elektronen 


i) Wirerwähnen nunmehr einige 


ergänzende Messungen, um den 
Einfluß verschiedener Parameter 
auf die Energiebreite der Ionen 
zu beleuchten. 

Die Größe des Entladungs- 
stromes I, hatte keinen Einfluß 
auf die Energiebreite. Dagegen 

MD +80 +60 +40 +20 0 Voir AD untersuchten Gasen, daß der 
Abb. 13. Ausbildung eines „Übergangsbereichs“ Sprungbereich nach kleineren 
infolge zu hohen Druckes auf der Beschleuni- Ionenenergien hin abgerundet wird 
gungsstrecke. Gemessen mit H,. p, = 0,86 Torr, (Beispiel in Abb. 13). Der Grund 


Py = 10°* Torr, = 40 mA, U, = OV, pierfür liegt in Umladungen oder 
Usp = 300 V, Un =20 V. 100% entsprechen ElektronenstoBionisierungen auf 

0,17 pA. s=0,5 V der Beschleunigungsstrecke. Die- 
selbe Erscheinung erhält man auch bei geringen Drucken mit zu hohen Be- 
schleunigungsspannungen, wenn die Feldstärke im Druckfallgebiet hinter L so 
hoch wird, daß Umladungen oder Ionisierungen auf genügend verschiedenen 
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Potentialen möglich werden. Legt man die Blende Z an variables Potential 
bei festgehaltenen iibrigen Parametern, so ergeben sich Bremskurven vom Typ 
der Abb. 14. Der steile Sprungbereich bleibt zwar stets wer erhalten, 
aber mit wachsender Ziehspan- 
nung bildet sich ein immer 
srößerer Bereich (2 in Abb. 8) 
von langsameren Ionen aus, die 
erst im Gebiet des Ziehfeldes in 
der Hohlkathode gebildet 
werden. 


k) Die Ionenbildung auf Po- 
tentialstufen, die von der des Fa 
Glimmlichtes verschieden sind, r 
zeigt sich besonders deutlich, 
wenn an Stelle der Lochblende 
ein etwa 2 mm langer Kanal 
eingesetzt wird. Es treten dann 
in den Energiekurven deutliche z 
Stufen auf, die dem Start von 0 Volt 
Ionen bei Kanalpotential ent- Abb. 14. Zunahme der Energieunschärfe mit wach- 

l) Im Kurvenbereich 1 der 30V. 10082 
Abb. 9 ist noch ein geringer, O—O—O:U4,=100V, 100% entsprechen 0,13 A. 
flacher Anstieg in Richtung N = 0,27 Torr, Pry — 2.5- 10-* Torr, I, = 22 mA, 
kleinerer Ionenenergien zu be- U, 
merken, der zum Teil den Cha- 
rakter des unter III, g beschriebenen Druckeffekts zeigt. Außerdem könnte er 
noch durch Ionenreflexionen im Kanal in C bedingt sein. PAR Fy. 


IV. Die Hohlkathode als Ionenquelle homogener Energie 

Unsere Messungen zeigen, daß sich aus der Hohlkathode Ionenstréme von 
überraschend homogener Energie gewinnen lassen. Für eine massenspektro- 
metrische Analyse der Ionen ist noch ein zusätzliches Energiefilter zweckmäßig, 
welches die teilweise vorhandenen, wesentlich langsameren Ionen abblendet. 
Am besten arbeitet man ohne jedes Ziehfeld und läßt die Ionen einfach durch eine 
möglichst dünne Blende aus der Entladung in ein Beschleunigungsfeld diffun- 
dieren. Die Beschleunigung auf 1 bis 2 kV geschieht am besten stufenweise, um 
den Durchgriff des Beschleunigungsfeldes möglichst niedrig zu halten. Bei massen- 
spektrometrischen Untersuchungen benötigt man im allgemeinen Ströme einer 
lonensorte von maximal 10-!° bis herab zu 10-15 Amp. Die Energie der Ionen 
soll dabei auf wenige Promille konstant und homogen sein. Diese Forderungen 
lassen sich mit der Hohlkathode gut erfüllen, die nach zeitlicher Konstanz der 
Intensität bis auf 2% (siehe III,e). Auf Grund unserer Ergebnisse sind weitere 
Versuche an der positiven Säule vorgesehen, in der die Ionendichte etwa zwei 
bis drei Größenordnungen geringer ist als in der Hohlkathode. 

Herrn Professor Schüler sind wir für wertvolle Anregungen und Ratschläge 
zu großem Dank verpflichtet. 


Hechingen, Forschungsstelle für Spektroskopie in der Max-Planck-Gesellschaft. _ 
(Bei der Redaktion eingegangen am 19. März 1953.) ae he 
Physik, 6. Folge, Bd. 13 
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Schrittweiser Übergang von der Wellenoptik zur Strahlenoptik 
in inhomogenen anisotropen absorbierenden Medien. II 


Lösung der Gleichungen für Wellennormale und 
Brechungsindex durch WBK-Näherung. Strahlenoptische 
Reflexion und Alterntion 


(Mit 10 Abbildungen) 


Inhaltsiibersicht 
e oN Die im Teil I) der Arbeit nach teilweisem Übergang von der Wellen- zur Strahlen- 


durch WBK-Näherung gelöst. Die Erniedrigung der Näherungsordnung entspricht 
den letzten Schritten des Übergangs Wellenoptik — Strahlenoptik. An gewissen 
Stellen ist die Möglichkeit für diesen Übergang fraglich bzw. überhaupt nicht ge- 
geben. Die Beziehungen dieser „Divergenzzentren‘‘ bzw. ‚„Wellenoptikzentren‘“ 
untereinander und zu den (in vorliegender Arbeit definierten) ,,Reflexions- und 
J Alternationspunkten“ wird diskutiert. 
= (20) Einleitung 
a Im Teil I!) wurde das Wellengleichungssystem (11,07) nach Einschränkung der 
Krümmung des benutzten orthogonalen Koordinatensystems (e,, %,, g,) durch 
die Kriimmungsbedingungen (12,05) (12,06) und der Polarisation der Welle durch 
die Polarisationsbedingungen (14,03) in das Polarisationsgleichungssystem 


=]-€= 0 (1405) 


mit der Eikonaldyade ae 
v 
Mp= [n+ + cont. (14,09) 
9, = const. 


verwandelt. Lésungsbedingung fiir das Polarisationsgleichungssystem (14,05) ist 
das Verschwinden der Determinante: 


|= [n+ In — (14,10) 


Dies ist die Eikonalgleichung für den FERN U n. Wählte man nach 
(15a) ein raumfestes Koordinatensystem (e,, Uy, gy) unter Anpassung an die äußeren 
physikalischen Bedingungen (Inhomogenität des Mediums, Anfangsbedingungen 


1) Ann. Phys. 11, 113 (1°52). Berichtigung dazu Ann. Physik (6) 12, 423 (1953). 
Alle Kapitel- und Formelnummern hieraus beginnen mit 1. 


optik aufgestellten Gleichungen für Wellennormale und Brechungsindex werden 
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für die Welle), so erhielt man für ein geschichtetes Medium unter den Bedingungen 
(16,01) (16,02) (16,07) die Wellennormalengleichung 


— - = = + Mi + Haq + 
(16,16) 


1 , 1 1 


Wählte man nach (15b) ein wellenfestes Koordinatensystem (l,,v,,h,) unter 
Anpassung an den Verlauf der Wellennormale | = I,, so ergab sich die Brechungs- 


(17,13) 


Um sich die Entwicklung etwas anschaulich klarzumachen, sei ine Verlauf des 
Brechungsindexbetrages |n| unter den verschiedenen einschränkenden Bedingungen 
aufgezeichnet. 


Bu 
ik,L — 
ny = VL = V lneth 
mit Berücksichtigung der Krümmungsbedingungen (12,05) (12,06) ie 


unter den Polarisationsbedingungen (14, (siehe 14 ,02) 


Vi ze), 

= n= v= 2). 20,03 

F i ko a (| > i 7 Bn 0% ( ) ( ) 

In der Abb. 1 sind die Abweichungen der genäherten Brechungsindexbeträge |n;| 
und |n,| vom rein wellentheoretischen |n,| der halber 

und übertrieben groß gezeichnet. 


In 
homogenes Medium inhomogenes Medium 
E=const. 


In„l=In, 


we 
> 
Abb. 1. Verlauf verschiedener Näherungen des Payers ‘Mss 
Brechungsindex 

(21) Ausgangsgleichung und Übergangsbedingung für die reine Strahlenoptik 

Unterdrückt man den Term IE -m/—In]e, in der Eikonaldyade Mp 
, Strahlendyade“ On 
Mg=ng-(ngI—Ing, (21,01) 


_ (14,09), so wird sie zur 


u 
| 
en- 
len 
cht 
sen 
e- 
= 
n 
ind 
: 
- 
9) 
ist 
0 
) 
ch 
en iy 
en 
3). 


* 3 it 


180 Annalen der Physik. 6. Folge. Band 13. 1953 


und die Eikonalgleichung (14,10) zur ,,Strahlengleichung* 


~ 


Ms——| =| tg Ing I— ng] — =0. (21,02) 


Sie ist die Ausgangsgleichung der reinen Strahlenoptik. Um von der Eikonal- 
gleichung (14,10) zur Strahlengleichung (21,02) übergehen zu können, d.h. zur 


reinen Strahlenoptik, muß für die Unterdrückung von -(nJ—TJ We, die 
Ubergangsbedingung* erfüllbar sein: PM 

V 

[nJ—In}, (21,03) 


Vx 


Zur physikalischen Deutung der Ubergangsbedingung (21,03) schreibt man sie 
in der Form 
jt -mI/—In] Y-mI—In]] 


[nt —Jn]| i222-[nI—In] 


Nimmt man ihre Erfüllung an und damit die Gültigkeit der Strahlengleichung 
(21,02), so ergibt sich aus letzterer |n| von der Größenordnung J |é,,,/€|. Aus 


(20,03) kann man entnehmen, daß “* ~ _ die Wellenlänge im betrach- 


teten Medium ist. Also be- 
faring deutet die Ubergangsbedin- 
gung (21,04): 


Ini 


homogenes Medium inhomogenes Medium _ Die relative örtliche 1.Va- 

const. riation des Eikonalgradienten 

n auf dem Weg einer Wellen- 

InyFeIn„teingleing! länge muß sehr klein gegen 1 

sein. 

Die Bedingung für den 

analogen Fall des Übergangs 

Wellenmechanik-Korpuskel- 

iste 5 mechanik gab Planck?) in 

einer (21,04) entsprechenden 
Form an. 

Anschaulich ersieht man 

Abb. 2. Rein strahlenoptische Näherung des den Übergang zur reinen 


Brechungsindex Strahlenoptik aus Abb. 2. 


(22) Näherungsverfahren für den Übergang zur reinen Strahlenoptik 


Die Übergangsbedingung (21,03) wird sich nicht immer erfüllen lassen, d.h. 
der Übergang Mp — Mg bzw. np —ng nicht immer vollständig möglich sein. Um 
auch Zwischenstufen dieses Überganges zu ermöglichen, löst man die Eikonal- 
gleichung (14,10) für n = np näherungsweise, wobei man die Strahlengleichung 
(21,02) als Bestimmungsgleichung für die 0. Näherung mj) = ng benutzt (Abb. 3). 


2) Planck, Ann. Physik 37, 261 (1940); Ann. Physik 40, 481 (1941). A 
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(21,02) aufgefaßt und n als Störparameter. 


Physikalisch bedeutet dies, daß man die reine 
Strahlenoptik als ungestörten Fall ansieht; der 
; 

drückt die Störung dieses Falls aus durch den 
Einfluß der örtlichen Variabilität von n auf 
dem Wege einer Wellenlänge A). 

Die Methode der Störungsrechnung ver- 
langt nun, daß man. die Lösung n der Eikonal- 
gleichung (14,10) als Potenzreihe nach posi- 


tiven Potenzen des Stérungsparameters —— 
} 


ike 


Schwierigkeiten machen. 


mit = 


- als ,,mathematischem 
ik, 


gebend bleibt. 


oo 
v=0 
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Für das Näherungsverfahren gibt es zwei Möglichkeiten: 


a) Die Iterationsmethode. Hat man die 0. Näherung 1) = tg für den Eikonal- 
gradienten 1 aus der Strahlengleichung (21,02), ergäbe sich die mte Näherung 


V | 
+ ike — I le, — = 0. 


Da 1(m) hierin quadratisch vorkommt, läßt es sich nur sehr kompliziert durch die 
niedrigeren Näherungen — und letztlich durch no, — ee ‘ken. 


b) Die Stérungsmethode. Hierbei wird der Term - —-|[n/ 


konalgleichung (14,10) als Stérungsglied im Be zur Strahlengleichung 


Abb. 3. Zwischenstufen zur reinen 


ike 
ansetzt, diese Potenzreihe in die linke Seite 
V 
einsetzt, nach fortschreitenden Potenzen von —— 


t ky 


des Nullwerdens jeden einzelnen Koeffizienten der (5) gleich Null setzt. Der 
Charakter von -X- als Differentialoperator würde jedoch bei der Bildung von 


n-n und der nachfolgenden Ordnung nach fortschreitenden Potenzen von —- 


In der WBK-Näherungsmethode wird zur Vermeidung dieser Schwierigkeit 
Störungsparameter gerechnet. 


physikalisch bedeuten, daß man den Störeinfluß allein der Wellenlänge A, zu- 
schreibt und nicht allgemeiner der Variabilität von n auf dem Wege einer Wellen- 
länge A). Doch zeigt sich im Verlauf der Rechnung, daß dieser mathematische 
Kniff keinen Einfluß auf die physikalische Bedeutung der Näherungen hat, für 
die nach wie vor die Variabilität der Größen auf dem Wege einer Wellenlänge maB- 


Man setzt also den Kikonalgradienten n als Potenzreihe nach positiven. Po- 


1 
(i ke)” 


(22,01) 
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In])e, in der Ei- 
Ix 
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Die 0. Näherung n muß auch hier, wie beim Iterationsverfahren, die Strahlen- 
gleichung (21,02) erfüllen. Ob die vollständige unendliche Reihe (22,02) als Lö- 
sung der Eikonalgleichung (14,10) brauchbar ist, muß eine Konvergenzunter- 
suchung erweisen. (In den beiden unten behandelten Spezialfällen der Eikonal- 
gleichung (14,10) ergibt sich der WBK-Ansatz (22,02) als asymptotische Reihe, 
mit der die Lösung der Eikonalgleichung (14,10) nur innerhalb gewisser Genauig- 
keitsbereiche dargestellt werden kann.) 


Die mte Teilsumme 
n - 22,0 


ist als mte Näherung brauchbar, wenn das Restglied 7 
= n— Ilm) (22,04) 


innerhalb der verlangten Genauigkeitsgrenze g 
von nt liegt, also wenn 


ln—g|< (22,05) 
Schreibt man das Restglied 
1 


(# sei hier Dyade), so lautet die Brauchbarkeits- 
bedingung für die mte Näherung 


2 Tim) = =9 (22,06) 


Abb. 4. Genauigkeit der Nähe- nem+2) | 1 el (22,07) 
rungen 


wobei # natürlich wieder skalar angenommen ist. # ry immer positiv und < 1 


bzw. > 1, wenn die Reihe der Absolutbeträge alternierend bzw. nicht 


alternierend ist. Für ersteren Fall ist zur Erfüllung an Brauchbarkeitsbedingung 


(22,08) 

5 für den zweiten Fall 


Da man n = np im allgemeinen nicht kennt und daher auch nicht au a 

1 

und #, so ist wegen der Unkenntnis von # vorsichtshalber die in jedem Fall hin- 

reichende Brauchbarkeitsbedingung (22,09) anstatt (22,07) zu verwenden. 


Je nach der benötigten Genauigkeit wird man mit möglichst wenig Gliedern 
im Ansatz (22,02) auszukommen trachten. Die Erniedrigung der Näherungsord- 
nung entspricht den letzten Schritten des Übergangs Wellenoptik — Strahlen- 
optik. 
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In der vorliegenden Arbeit wird die WBK-Methode verwendet. Sie wurde 
für den analogen Fall des Überganges von der Wellen- zur Korpuskelmechanik 
entwickelt und zuerst von Kofink und Menzer®°) auf ein optisches Problem ange- 
wendet. 


Schreibt man die Determinante Mp— = der Eikonalgleichung (14,10) aus, 


so ergibt sich für den allgemeinen Fall ein sehr langer mathematischer Ausdruck. = 
Es soll daher hier nicht der allgemeine Fall behandelt werden, sondern 2 Spezial- a 
fille der Eikonalgleichung, die schon im Teil I!) der Arbeit hergeleitet wurden, 
nämlich die Wellennormalengleichung (16,16) und die Brechungsindexgleichung 
(17,13). 

Für die Brechungsindexgleichung (17,13) haben Flügge und Marschall) ge- 
zeigt, daß die Näherungslösnngen n,„, der Iterations- und Sti jSrungsmethode überein- 


~(m) 


stimmen, wenn man bei der an nm rm) + % setzt und nach 


dem Einsetzen in die Brechungsindexgleichung (17,13) den Term (#%”)’ gegenüber 
den anderen Termen vernachläßigt. 


Mit raumfesten Koordinaten unter den Bedingungen (16,01) (16,02) (16,07) En: 
für ein längs u, geschichtetes Medium wird die Eikonalgleichung (14,10) zur 
Wellennormalengleichung 


- 4 2 
| Mp = DS + a PL n{ ny (Uy) 4 (u) = 0. 

e=0 i ky 91 =0 >; (16 16) ay n 
Die Strahlengleichung (21,02) wird (vgl. Booker®)) 


die Übergangsbedingung (21,03) wird 


‘22 4 
S x, ni nj — <| 23,02 
ike 9 oı Rı TG ke)? 9 7 < =, oo Nı ( ) 


Der WBK-Lösungsansatz (22, 02) schreibt sich jetzt 


die mte Näherung 


und die Brauc PEN (22,09) für die mte Naherung © 


3) Kofink u. Menzer, Ann. Physik 39, 388 (1941). 


*) Flügge und Marschall, Rechenmethoden der Quantentheorie 1. Teil, 2. Auf- 
lage, Springer-Verlag, Berlin und Göttingen, 1952, S. 153. 
5) Booker, Philos. Trans. Roy. Soc: London 287, 411 (1938). 


nter- 
nal- 
eihe, 
Wuig- 
2,03) 
04) 
05) 
‚06) 
,07) 
icht 
08) 
09) 
lied 
1,04) 
,06) 
hin- 
lern 
ord- 


184 Annalen der Physik. 6. Folge. Band 13. 1953 


Mit dem WBK-Lösungsansatz (23,03) müssen zunächst die in der Wellennormalen- 
gleichung (16,16) vorkommenden Potenzen von n, und n, dargestellt werden. 
Setzt man die gewonnenen Ausdrücke für nj, n}, nj, n; und n;* nach einigen Um- 
formungen in die linke Seite der Wellennormalengleichung (16,16) ein, so erhält 
man 


u A 
| M p(n) - = 4 = nem | 
(Ü Ro) 
oo v 1 
3 v v a ni) nite) ni? 
( hy)’ 
. r 
( ko) 
1 
4 ni”) 
ko) 
(23,06) 
Ms 4) ne -ı-u)’ - 
ky)’ 


(i 


(ik | 
niu Yn 1- u)’ 


\unmehr wird die For n (23,06) fiir Mp (n,) - als Potenzreihe nach Po- 
tenzen von + geschrieben, und zur Erfüllung von | Mp (m) —— = () werden 


0 0 
alle Koeffizienten dieser Reihe gleich Null gesetzt. Man bekommt zuniichst 


~ 4 
€ J 
| Mp (n,) - a Xoo Rı 
0 
y= | A=0 x=0 
v-1 u 
0 A=0 
( 
vA BS nlu-ı)’ |] —— 
(a ko) 


Das Nullsetzen des Koeffizienten von Ge in (23,07) liefert als algebraische Be- 
0. 


stimmungsgleichung 4. Grades für n(” die Strahlengleichung (23,01). Allgemein 
ergibt das Nullsetzen des vten Koeffizienten in (23,07) eine Differentialgleichung als 
Bestimmungsgleichung für n®). Man geht sukzessive vor, indem man zuerst mit 
n° aus der Strahlengleichung (23,01) in die Diff. Gl. für n@® eingeht. Das hieraus 
gewonnene n( setzt man in die Gleichung für n{ ein und so fort. Letzten. Endes 
werden so alle n{”) durch n,n” und die x,, ausgedrückt. Doch läßt sich eine End- 


form 
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formel für n{, die nur noch x, n\” und die &,, explizit enthält, nicht angeben. 
Wohl aber ein geschlossener pom sm +k für n\”), der nur die n(# mit u < v, deren Ab- 
leitungen und die &,. enthält. Um ihn zu gewinnen, muß in dem Ausdruck für 
den vten Koeffizienten in (23,07) das {”) aus allen Summen herausgezogen werden, 
in denen es vorkommt. Für den 2. Term in der eckigen Klammer von (23,07) 
lautet das Ergebnis nach einiger Rechnung 


(x ni + 3 ni) + > ni 4) 


v-1 
()e-1_| (0) 2 
u 


4 
= ni”) x 


A=1 | x=0 
v—1 “ | A | 
p=1\ ~ A=0\ “= 


Mit Hilfe der Umformung (23,08) erhält man nun durch Nullsetzen des »vten 
Koeffizienten in (23,07) den Ausdruck für n!”) (v > 1) 


n(0)2 n\*) ne x) 


, | | 
y' A- | -A DE 


v1 7 A 
p=! A=0 | x=(0 | 
v-1l u 
n 


+ 


Speziell für n{ ergibt sich hieraus 


(0) (0) (0) 2 (0) 1 
+ (a, ni + n 
1 ı Rı 1 0 
= — Xo ri 2 — (23,10) 
(0)@-1 (e-1 
onen! 
= o= 


womit sich als Brauchbarkeitsbedingung für die 0. Näherung aus (23,05) ergibt 
(0) 7 (0) 


Es zeigt sich, daB die unendliche Reihe 
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= 
des WBK-Ansatzes mit den Gliedern n(”) aus (23,09) eine asymptotische Reihe ist, wil 
Das bedeutet, daß die Teilsummen sur 
m 
Nim = — 23 ven 
Gay (23,04) div 
bis zu einem gewissen m — u eine konvergierende Folge bilden, dann jedoch di- 
vergieren. u 
Zur Veranschaulichung sei die bisher benutzte graphische |, |r| -Darstellung mut 
durch die (ganzzahlige) Variable m in eine dreidimesionale |n,|, u,, m-Darstellung Lö 
erweitert. Aufeiner Ebene «, = const. ergibt sich dann etwa ein Bild wie in Abb. 5. sch 
det 
ka: 
In, mul = 
In, Lö 
Magh rw 
Es 
die 
ide 
7 m bec 
Abb. 5. Asymptotische WBK-Lösungen pe 
fül 
An der „Konvergenzgrenze‘ ıı entspricht der Restgliedbetrag Pe 
1 ‘ 
J 
der größten erreichbaren Genauigkeit, d.h. dem kleinsten erreichbaren Genauig- 
keitsbereich. 
r . . r . 
Nun ist die Konvergenzgrenze u und auch die Größe von r,, „) im allgemeinen - 
vom Ort u, abhängig. Die größte erreichbare Genauigkeit variiert also örtlich ™ 
(Abb. 6). 7 
In, 
| m 
al 
u 
al 
Abb. 6. Variabilität von und r,,,, mit dem Ort u, D 
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wird, alle Reihenglieder n{) (v = 1) unendlich werden, daher auch alle Teil- 
summen %(m) (m = 1). Die ,,Divergenzbedingung (24,02) gibt also die ,,Di- 

nzzentren‘“ u,p an,in denen der WBK-Lösungsansatz (23,03) am dene 

Inden Divergenzzentren ist im allgemeinen 2 
nur das 0. Glied n endlich. DieGenauigkeit, ® 
mit der die 0. Näherung n(” der exakten ER 
Lösung ”,p entspricht, kann nicht abge- 
schätzt werden, da das Restglied 


= On (24,03) 


den unendlichen Faktor n{ enthält. Man 

kann also nicht wissen, wie weit die einzige 
erreichbare (0.) Näherung von der richtigen 

Lösung n, abweicht, d. h.wie weit die 0. Nähe- 

rung (— reine Strahlenoptik) brauchbar ist. m 
Es ist jedoch nicht ohne weiteres gesagt, daß Ou q 

diese ,, Divergenzzentren“ u, p mit den Stellen Abb. 7. Divergenzzentrum 
identisch sind, an denen die Ubergangs- 

bedingung (23,02) für den Übergang Wellenoptik—Strahlenoptik unerfüllbar 
wird, d.h. kein Übergang zur Strahlenoptik möglich ist. In einem Spezialfall (27) 
läßt sich allerdings sofort zeigen, daß die Divergenzbedingung (24,02) die Er- 
füllung der Übergangsbedingung (23,02) ausschließt, daß also die Divergenz- 
zentren gleichzeitig ‚‚Wellenoptikzentren‘‘ sind. 


(25) Reflexions- und Alternationspunkte 


In einem anisotropen Medium hat man im allgemeinen zwei Ausbreitungs- 
arten für Wellen. Unter ‚Alternation‘‘ einer Welle soll der Wechsel von der einen 
in die andere Ausbreitungsart verstanden werden. Unter ‚Reflexion‘ einer Welle 
versteht man ihr ,,Zuriickbiegen“. 


Mathematisch drücken sich beide Vorgänge völlig analog aus. Man hat als 
mathematische Repräsentanten der beiden einfallenden und rücklaufenden Wellen 
vier Lösungen der die Wellenausbreitung bestimmenden Gleichungen. In der 
Wellentheorie sind dies z. B. je 2 linear unabhängige Lösungen zweier gekoppelter 
linearer Differentialgleichungen 2. Ordnung (Försterling®)) oder 4 linear unab- 
hängige Lösungen einer linearen homogenen Differentialgleichung 4. Ordnung 
(Bremmer’)). Durch die Eikonaltransformation (13,01) geht man zu einer 
algebraischen Gleichung 4. Grades mit 4 Wurzeln (Lösungen) über. Reflexion 
und Alternation bedeuten mathematisch den Übergang von einer Lösung zu einer 
anderen. 

Das Alternationsphänomen wird meist durch den Begriff „Kopplung‘‘ beschrieben. 
Da sich letzterer Ausdruck nicht in eindeutig verständlicher Weise analog zu „Beflexion““ 


verwenden läßt, diese Analogie jedoch sehr wichtig ist, soll hier immer von ,,Alternation~ 
gesprochen werden. 

°) Försterling, Hochfrequenztechn. u. Elektroak. 59, 10 (1942). 

‘) Bremmer, Terrestrial Radio Wawes, Elsevier Publishing — Inc., NewYork 
1949, Seite 302. 
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In der reinen Wellentheorie kann man einen quantitativen Zusammenhang, 
zwischen den obengenannten 4 Lösungen angeben (Epstein®), Försterling®) 
Bremmer®)). Das Verhältnis der Lösungen für rücklaufende und einfallende 
Welle nennt man üblicherweise ‚‚Reflexionsvermögen“. Analog kann man das 
Verhältnis der Lösungen für die Wellen beider Ausbreitungsarten als _, Alter- 
nationsvermögen‘‘ bezeichnen. Je nach Größe des Reflexions- bzw. Alternations- 
vermögens spricht man in bekannter Weise von ‚totaler Reflexion‘‘ bzw. ‚totaler 
Alternation‘“ und von „partieller Reflexion‘: bzw. ,,partieller Alternation‘“. 

Beim Übergang von den Differentialgleichungen der reinen Wellentheorie zu 
den algebraischen Gleichungen der Strahlentheorie (d.h. mit Einführung der 
Eikonaltransformation (13,01)) gehen die quantitativen Ausdrücke für die Zu- 
sammenhänge der analytischen Wellenrepräsentanten verloren. Ihr Zusammen- 
hang wird nur noch durch die Zusammengehörigkeit der Wurzeln von algebrai- 
schen Gleichungen gleichsam ‚„qualitativ‘‘ dargestellt. Nur in besonderen ‚,Treff- 
Punkten‘‘, wo zwei (oder mehr) Wurzeln zusammenfallen, gibt auch die strahlen- 
optische Darstellung einen analytisch faßbaren Zusammenhang. Er entspricht 
der totalen Reflexion bzw. totalen Alternation der reinen Wellenoptik. Man 
nennt die (manchmal komplexen!) Treff-Punkte deshalb ‚Reflexions-Punkte“ 
bzw. „Alternations- Punkte“. Die Phänomene der partiellen Reflexion und partiellen 
Alternation können demnach strahlenoptisch nicht dargestellt werden. 

Als algebraische Gleichung der Strahlenoptik soll nun zunächst die Wellen- 
normalengleichung (16,16) mit ihren 4 Lösungen n,(u,) eingehend diskutiert 
werden. Fällt eine Lösung 
N,(u,), die eine einfallende 
Welle repräsentiert, mit einer 
anderen Lösung in einem 
Treff-Punkt u, = ur zu- 
sammen, so geht dort die 
Lösung für die einfallende 
Welle in diejenige der rück- 
laufenden über oder in eine 
Lösung der anderen Aus- 
breitungsart. 

Ob der eine oder andere 
Fall vorliegt, entscheidet 
man durch eine Symmetrie- 
betrachtung: Treffen zwei 
zur W,-Achse einigermaßen 
symmetrische Lösungen 
n,(u,) zusammen, so handelt 
es sich um einfallende und 
rücklaufende Welle, also um 
einen Reflexionspunkt 
(Abb. 8) ; liegt keine Symme- 
trie vor, um Wechsel der Aus- 
breitungsform, also um einen 
Abb. 8. Reflexion Alternationspunkt. 


5) Epstein, Proc. Nat. Acad. Sei. (USA) 16, 627 (1930). Er 
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Zwei Lösungen n, der Wellennormalengleichung (16,16) fallen dort zusammen, 
wo auch zwei nullte Näherungen n° zusammenfallen. Denn durch das WBK- 
Verfahren wird jede Lösung n, aus n° und n’ aufgebaut (23). Die Punkte u, 7, 
in denen Lösungen m,(u,) der Wellennormalengleichung (16,16) zusammenfallen 
(Reflexions- und Alternationspunkte), sind also dieselben Punkte u,7, in denen 
Lösungen n® (w,) der Strahlengleichung (23,01) zusammenfallen. 

Da die Strahlengleichung (23,01) eine rein algebraische Gleichung 4. Grades 
ist, ergeben sich die Punkte u, 7 für ein Zusammentreffen zweier Lösungen n{" (w,) 


aus der „‚Treff-Bedingung‘ 
dn\”’ (a) 


Ob es sich um Reflexions- oder Alternationspunkte handelt, ist jeweils durch 
die oben beschriebene Symmetriebetrachtung zu klären. 

Die Beziehung der Reflexions- und Alternationspunkte u,7 zu den Divergenz- 
zentren 4, p erhält man wie Ceti Man differenziert die ae 


son) 


d E(u) dn,” € € (u,) 
du Msg (n) du, on") M — Ms (n‘®) | 0 


(25,02) 


und erhält die Treffbedingung — in der Form 


(25,03) 


> — Msg (n) >00 (25, 04) 
und ; Lae 
N é ) 
Ms | = 0. (25,05) 
on, £0 


für die Reflexions- und Alternationspunkte u,7. Bedingung (25,05) ist die Diver- 
genzbedingung (24,03). Die Divergenzzentren u,p sind also immer Reflexions- 
oder Alternationspunkte w,7. Weitere Reflexions- oder Alternationspunkte u, 7° er- 
geben sich aus (25,04). 

Für die Lage der Reflexions- und Alternationspunkte u, 7 sind die Koeffizienten 
Yo der Strahlengleichung (23,01) maßgebend. Sie hängen gemäß (16,19) über 
Z=£(u,) vom betrachteten inhomogenen Medium ab und über die Anfangsbe- 
dingung C = Goo Mp Ly (16,04) vom Sinus /,, des Einfallswinkels und dem begrenzen- 
den homogenen Medium mit n = mj. 

Um die physikalischen Vorgänge bei der Reflexion zu studieren, wurde für 
ein nichtabsorbierendes Medium ein willkürliches (reelles) Lösungspaar n{” (u,) 
in Abb. 8 vorgegeben. 

Nimmt man ein nichtabsorbierendes begrenzendes homogenes Medium mit 

ny = 1, einen Einfallswinkel von 26°, ein plangeschichtetes inhomogenes Medium 
{cartesische Koordinaten (16,10)), als Einfallssebene die (x, y)-Ebene, so findet 
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Wellenfronten L® = const. wie in Abb. 9 gezeichnet. 

Das merkwürdige Verhalten in der Nähe des Reflexionspunktes u, x (— Diver- 
genzzentrums %,p) ist durch den etwas unsymmetrischen Verlauf von n® (u,) 
bedingt, der durch die Anisotropie verursacht wird (Abb. 10). 


homogenes Medium | inhomogenes Medium 
E+ const. lx) 7 


Welle ! 


Welle 


Abb. 9. Wellenfronten und Eikonalgradient im Abb. 10. Umgebung eines 
plangeschichteten Medium Reflezionspunktee (rein 
wat strahlenoptisch) 


Für ein isotropes Medium ist ¢ ein Skalar, es wird =, = = Su» und u. =E°0,, ö,,- 
Gemäß (16,19) wird x, = 0 = a,, und die Strahlengleichung (23,01) zu einer quadrati- 
schen Gleichung 

2 x F\2 

9: £0 92 £0 
für n\°* mit der einen (durch das Verschwinden der Doppelbrechung bedingten) Lösung 
(25,07) 

9 


= C2 
n (uw) = + aa) ist jetzt genau symmetrisch zur u,-Achse. Wegen des 


€ g: (u 
Wegfalls der Alternation (durch das Verschwinden der Doppelbrechung) wird die Treff- 
Bedingung (25,01) zur Reflexionsbedingung 


- dn\° + Pr (25,08) 


| 


man den Eikonalgradienten n — VL (14,08) und die hierzu orthogonalen 
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Reflexionspunkte hat man für _ 


g2 (u,) 
und 
— 0, (25,10) 
Letztere Bedingung bedeutet, daß beim Verschwinden der u,-Komponente von n” Re- at ‘ 
flexion eintritt. = 0 (25,10) wird erfüllt durch 
€(U,) _ Cc? - 
Über senkrechten Einfall (C = 0) in ein geschichtetes Medium siehe auch (27). en 


(26) WBK-Lösung der Brechungsindexgleichung 


Bei Verwendung eines wellenfesten Koordinatensystems ([,, v,, h,) nach (15b) 


durch Anpassung an den Wellennormalenverlauf erhält man aus der Eikonal- e = 
gleichung (14,10) die Brechungsindexgleichung > 


Sie ergibt sich formal als Spezialfall der Wellennormalengleichung (16, 6) 
durch 


= = = = = = 9, = = 1, = — (26,01) 
Hiermit wird die Strahlengleichung (23,01) zu 
any 


die Übergangsbedingung (23,02) zu 
1 


| 1 on Pe 
der WBK-Lösungsansatz (23,03) zu Br: 
= 
v=0 
die mte Näherung (23,04) 
26,05) 
N (m) = ( 


und die Brauchbarkeitsbedingung (23,05) für die mte N 


kg 


Der Ausdruck (23,09) für n) wird zu 


v 


7 
en 
3 
- 
x 
ti- 
6) 
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 Für»=0...2 erhält man im einzelnen Be 
n = + Vw 


| 
we; 
4n | 2 ( £9) )| Da 
Hieraus ergibt sich mit (26,05) die WBK-Lösung in 0. Näherung 


No =x V w, 


1 1 hı er 1 
ma) Ey ike 2 Vw In Vw (26,12) ni 
in 2. 
! 1 1 hy or aid 1 ’ Ov hy er > 
%) = + Vo— — ER le 
Gemäß 
wird (bei Integration über den Wellennormalenverlauf) - en ge 
=fde-VL=f dyhyn. an 
In 0. Näherung also di 
v, 
da 
in 1. Näherung lone 
0 
La = +f 4, Vw. fal 
a Also wird unter Benutzung der Eikonaltransformation 
; 
Eu — E, (e, ei ke Lıs Co e! ko Les €3) L us 02) 
Es(x) = Cs Lye? doh (26,17) ve 
in 1. Näherung . D 
A 


V w 
Gomi (26,06) gilt die 0. Näherung für 


1 


1. Näherung fiir 


26,19) 

w 

hy ör, 1 1 1 er: 
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26,08) Die Divergenzbedingung (24,02) wird jetzt zu 


(n?— w) = nV — 0, 


26,09) on (0) 
wegen n°) = + Vw (26,08) also } 
26,10 w= 0. (27,02) 
Daher lautet die (17,13) in den Divergenzzentren 
(27,03) 
also ist hier die . at picts 
it 
6 13) ike < In | (26,03) 


nicht eıfüllbar. Die Divergenzzentren u,p sind in Wellennormalenkoordinaten 
gleichzeitig ‚‚Wellenoptikzentren‘ (vgl. (24) Seite 187). 

Reflexion und Alternation ,,merkt man nicht‘ in Wellennormalenkoordinaten, 
6,13) da diese dem gesamten Verlauf der Wellennormale angepaßt sind. Daher gibt es 
im allgemeinen auch keine Treff-Bedingung in Wellennormalenkoordinaten. 

Die Alternation wird durch den Zusammenhang der beiden Funktionselemente 
w; der zweiwertigen algebraischen Doppelbrechungsfunktion w—= w(r) dar- 
gestellt (vgl. (17), S. 125). Ein Zusammentreffen der beiden Funktionselemente 
w.. geschieht in den Verzweigungspunkten, die daher als Alternationspunkte r4 
6,14) anzusehen sind. 

Die Reflexion macht sich in einem Spezialfall doch in Wellennormalenkoor- 
dinaten bemerkbar, nämlich in dem in (17) Absatz 1, S. 127, beschriebenen Fall, 
6,15) daß die Wellennormale in ein geschichtetes Medium mit € = ¢(u,) genau senkrecht 
mit [= e, einfällt. Die Wellennormale bleibt dann konstant, Wellennormalen- 
koordinaten (I,, v,, A,) und die dem Medium angepaßten Koordinaten (e,, %,, 9,) 
5,16) fallen zusammen. Hierfiir gelten dann die Relationen 


4,11) 


1, 1dnl, 


wegen { = e,, d. h. 1, = 1, ganz allgemein. Das —-Zeichen kann man als Übergang 
,17) vom schrägen zum senkrechten Einfall in das geschichtete Medium auffassen. 
Die Treffbedingung (25,01) behält dann ihren physikalischen Sinn und wird zu 


1,02) (17,09) 


18) dn 


(27,04) 
Analog zu (25,03) erhält man zen 8 
(n? —wWw (v,)) a) w (v,) 
19) (n?—wi(r,)) 2n” 
woraus die beiden hinreichenden Treff-Bedingungen 
w' (v,) co (27,06) 


w (v,) = 0 (27,07) 
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resultieren (vgl. (25,09) (25,10)). Letztere ist die Divergenzbedingung (27,02), 
erstere umfaßt unter anderen die Pole von w = w (v,). Reflexions- und Alternations- 
punkte v,7 sind bei senkrechtem Welleneinfall in ein geschichtetes Medium die 
Nullstellen von w, Pole und sonstige Stellen mit w’ (v,) — co. Die Alternations- 
punkte sind außerdem (ganz allgemein) Verzweigungspunkte von w. 

Für die Lage der Reflexions- und Alternationspunkte v, 7 beisenkrechtem Einfall 
in ein geschichtetes Medium sind die Koeffizienten ao, a,, a, der Doppelbrechungs- 
gleichung (17,12) maßgebend, die gemäß (17,10) über € = £(v,)= F(u,) vom be- 
trachteten inhomogenen Medium abhängen. 

Für die Lage der Alternationspunkte r , bei beliebigem Einfall in ein beliebiges 
Medium ist darüber hinaus wegen v,= v,(u,) die Lage des wellenfesten Koor- 
dinatensystems (l,, v,, h,) bezüglich des dem Medium angepaßten raumfesten 
Systems (e,, u,,g,) maßgebend. In einem geschichteten Medium unter den Be- 
dingungen (16,01) (16,02) (16,07) ist für diese Koordinatenbeziehung die Anfangs- 
bedingung C = gop Mo Loo (16,04) von Einfluß, also der Sinus /,, des Einfallswinkels 
und das begrenzende homogene Medium mit n = ny. 


Das Auftreten komplexer Reflexions- und Alternationspunkte wird iu (25) S. 188 
erklärt. 


(28) Unterdrückung des Terms YV -€ im Wellengleichungssystem 


Man findet ‚hin und wieder im Wellengleichungssystem 


aN 

den Term VV -€ bei örtlich variablem & unterdrückt, ohne daß dies durch be- 

sondere Verhältnisse (z. B. Polarisation, Anfangsbedingungen) gerechtfertigt wäre. 

Im homogenen Medium, also bei örtlich konstantem ¢, ist die Unterdrückung in 

jedem Fall exakt richtig. Denn es ergibt sich aus der Maxwellschen Gleichung 

V -D=o (28,01) 

und der Materialgleichung D = ¢-€ die Beziehung ; 

V-e-E=o 

und daher für örtlich konstantes e und o ARE , 

VV -e-€ = Econ, -VV -E = 0. (28,03) 


Im inhomogenen Medium gilt die letzte Beziehung (28,03) nicht exakt. Der Term 
VV -€ kann im allgemeinen nur unter der ee oe 


(28,02) 


> 


unterdriickt werden. 

A Zur Untersuchung dieser Bedingung wird zunächst die Kontinuitätsgleichung 

24 (28,05) 


herangezogen. Mit dem Ansatz a und der Maxwellschen Gleichung 
(28,01) wird sie zunächst in 


um 


V 


= 
Hie 
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N Die 
so 
| (17 
un 
(2¢ 
gf 
l. 
un 
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umgeformt und mit (11,03) (11,04) in 
die V -(e-€) =0. 
ur Hieraus gewinnt man für skalares € 
fall € vVz VVe 
VE - F-2( — 
gs- we € ve Ve 
be- 
Die Bedingung (28,04) bedeutet also 
ges 
und 2 Ve le < ks (28,09) 
gs- re 
els - ~ 
e &o 
1&8 
Bei Verwendung vom Wellennormalenkoordinaten wird, wie im Anschlu8 an 
(17,17) ausgeführt, 
w= = für skalares é, (28,11) > 
19) k 
und hiermit werden die Vernachlässigungen (28,09) den Brauchbarkeitsbedingungen 
(26,20) für die 1. WBK-Näherung äquivalent, wenn man den Genauigkeitsbereich 
er g für n als sehr klein gegen n = + Vw (26,08) annimmt, d. h. 
in (28,12) 
ng Um die Bedeutung der Vernachlässigungen (28,10) zu klären, wird für € die 
)1) 1. WBK-Näherung von €; (26,18) eingesetzt. Hiermit wird 
1 Yw 
Vw Vw 
und (28, 13) 
© hı ov, h Ov, 
(28,14) 


aVw 
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6) 2 hy Or, < k | Site: 28, 16) 
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Vernachlässigung (28,15) entspricht (unter Berücksichtigung von (28,12)) der einen 
Brauchbarkeitsbedingung (26,20) für die 1. WBK-Näherung; Vernachlässigung 
(28,16) der Brauchbarkeitsbedingung (26,19) für die 0. WBK-Näherung. 

Im inhomogenen Medium verlangt also im allgemeinen die Unterdrückung des 
Terms VV -€ im Wellengleichungssystem (12,09) die Brauchbarkeit der 0. WBK- 
Näherung (reine Strahlenoptik). 


(29) Näherungsgrad der üblichen Eikonalgleichung = 


Der Unterdrückung des Terms VV -€ im Wellengleichungssystem as, 09) 
durch die Bedingung (28,04) entspricht dem Übergang von der in (14) aufgestellten 
Eikonalgleichung 


[rz +3 (VL) (14,07) 


fiir skalares ¢. Man sieht sofort, daß der ae von (14,06) nach (14,07) im 
allgemeinen die Bedingung 


erfordert. Dies entspricht der Bedingung 


(28,04) 


Ix 


denn nach Einführung der Eikonaltransformation (13,01) erhält man mit (13,02) 


-e 29 0: 

“und unter den Polarisationsbedingungen (14,03) wird Sx a 

6, + 29,03 


woraus sich die Äquivalenz der Bedingungen (29,01) und (28,04) ergibt. 

Im allgemeinen verlangt also der Übergang von der Eikonalgleichung (14,06) 
zur üblichen Eikonalgleichung (14,07) die Brauchbarkeit der O. WBK-Näherung, 
d.h. der reinen Strahlenoptik. Nach (21) bedeutet dies aber auch ge Brauchbar- 
ur der Strahlengleichung (21,02), also das Verschwinden des Terms -— -(VL)., = 


ko 
(AL)., in der üblichen Eikonalgleichung (14,07). On 


Im Spezialfall — = 0 ergibt sich die übliche Eikonalgleichung (14,07) ohne 


. 3 os ~ . . 
weitere Vernachlässigungen für skalares € aus der letzten Zeile des Polarisations- 


gleich ungssystems 
[a -2]- (13,04) 


bzw. 
Man 
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Ver 
(16, 
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> 


bzw. als ausklammerbarer Faktor der Eikonalgleichung = 
BER, 


(13,05) 
& | 

Man erkennt dies bei Beriicksichtigung der Gestalt der Eikonaldyade M (13,03) und der 

Vereinbarung (14,01); fiir Zylinder- und cartesische Koordinaten ergibt es sich sofort aus 

(16,15). 


Anregungen zu vorliegender Arbeit verdanke ich den Herren Prof. Seeliger 
und Dr. Rawer. Beiden Herren danke ich fiir interessante Diskussionen. 


Freiburg/Br., Tivolistr. 36. 
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J a Zum Einfluß von Temperatur und Sauerstoff _ 
in auf das An- und Abklingen der Photoleitfahigkeit 


von 


7 3. Se y 


| (Mit 11 Abbildungen) 


An zehn CdS-Einkristallen wurde das An- und Abklingen der Photoleitfähigkeit 
bei Belichtung mit Rechteckimpulsen in Abhängigkeit von der Temperatur zwischen 
20° C und 350° C gemessen. Hierbei erfolgte die Messung 1. im Hochvakuum 
nach gründlichem Ausheizen des Kristalls bei 350° C, 2. unter 10 mm Hg Sauer- 
stoffdruck nach vorhergehendem Tempern bei 350° C. Diese beiden Bedingungen 
entsprechen Zuständen des Kristalls, in denen der Störstellengehalt des Gitters 
sehr unterschiedlich ist. 

Die bereits in einer vorhergehenden Arbeit beschriebene Zweiteilung der Re- 
kombination in einen mono- und einen bimolekularen Mechanismus bleibt bei 
allen Temperaturen unabhängig vom Störstellengehalt bestehen. Der monomole- 
kulare Mechanismus erweist sich in starkem Maße von der Temperatur und vom 
Störstellengehalt abhängig, wogegen der bimolekulare Mechanismus von diesen 
Parametern sehr viel weniger abhängig ist. Es gelingt, mit Hilfe der beiden Re- 
kombinationskoeffizienten die Abhängigkeit des stationären Photostroms von 
Temperatur, Bestrahlungsintensität und Sauerstoffeinwirkung formal befriedigend 


wiederzugeben. 4 4 


$ 1. Einleitung 

Den Stromtransport in einer photohalbleitenden Substanz bewirken Ladungs- 
träger, die durch photoelektrische und thermische Ablösung erzeugt und durch 
Rekombination wieder vernichtet werden. Im Falle stationärer Einstrahlung 
stellt sich zwischen Erzeugung und Vernichtung der Ladungsträger ein Gleich- 
gewicht ein, das durch die dann vorliegende Konzentration der Ladungsträger 
über den Leitungsvorgang als Funktion der Bestrahlungsintensität im wesentlichen 
entscheidet. 


Zur Beschreibung dieser Vorgänge hat sich in der letzten Zeit im Falle vor- 
wiegend homöopolar gebundener Substanzen wie des CdS allgemein das Bänder- 
modell des festen Körpers durchgesetzt. Es beschreibt die Erzeugung der Ladungs- 
träger als Entstehung eines Ladungsträgerpaares durch Absorption eines Licht- 
quantes, wobei ein Elektron im Leitungsband und-ein Defektelektron im Valenz- 
band des Kristalls entstehen. Die Vernichtung dieses Ladungsträgerpaares ge- 
schieht durch Rekombination. .Die zeitliche Verärderung der für die Strom- 
leitung zur Verfügung stehenden Ladungsträgerkonzentration n (cm?) als Folge 
einer Einstrahlung der Intensität a (em? sec!) wird dann durch die Bilanz- 
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— Bn’. (1) 


Man nennt den durch das in n ARE Glied beschriebenen Bebnalihs- 
tionsmechanismus mit dem Koeffizienten f in Anlehnung an einen Sprachgebrauch 
der physikalischen Chemie einen bimolekularen Mechanismus. Im Falle stationärer 
Einstrahlung, also im Gleichgewicht zwischen Erzeugung und Vernichtung 
/dn 


(a 0) sollte die Gleichgewichtskonzentration n, durch 
a 
beschrieben werden können. 

In letzter Zeit häufen sich jedoch die Beobachtungen, daß in vielen Fällen die 
Annahme eines einzigen Rekombinationsmechanismus nicht ausreichen kann!->). 
Es ist notwendig, für den Realkristall das Bändermodell zu erweitern und Gitter- 
störungen und Fehlstellen anzunehmen, die die Reaktionskinetik beträchtlich 
beeinflussen. Die Folge ist das Auftreten lokalisierter Terme im Bereich der ver- 
botenen Zone zwischen Valenz- und Leitungsband. Die einfache, nur für Vorgänge 
zwischen den Bändern gültige Bilanzgleichung (1) ist auf die Zufuhr und den 
Abgang von Ladungsträgern sowohl zwischen den Bändern als auch zwischen 
diesen und den lokalisierten Termen einerseits als auch zwischen den Termen 
andererseits zu erweitern® 4%), Die mathematische Formulierung führt auf ein 
partielles Differentialgleichungssystem, dessen Lösung nur grob näherungsweise 
möglich ist. Diese Näherungslösungen sind trotz Heranziehung aller Ergebnisse 
der Lumineszenzphysik über den Charakter der zwischen Bändern und Termen BE 


möglichen Übergänge immer noch mit einer Reihe nur experimentell bestimmbarer 
Parameter beladen. Die so gewonnenen Gleichungen für die Ladungsträger- 
konzentration als Funktion der Zeit und der Bestrahlungsintensität gewinnen 
durch diese große Anzahl frei wählbarer Parameter den Charakter von Inter- 
polationsformeln, die die Interpretation experimenteller Ergebnisse nicht ein- 
deutig werden lassen. Aus dem Bedürfnis heraus, weitgehend hypothesenfreie 
Aussagen zu gewinnen und die Zahl der Parameter auf ein Minimum herabzu- 
drücken, wurde in einer vorangehenden Arbeit versucht, Messungen des An- und 
Abklingens der Photoleitfähigkeit von CdS bei Belichtung mit Rechteckimpulsen 
unter Annahme einfachster Rekombinationsmechanismen zu deuten). 


'). I. Broser u. R. Warminsky, Ann. Physik (6) 7, 289 (1950). 
2) D. V. Gurewitsch, N. A. Tolstoi, P. P. Feofilev, Dokl. Akad. Nauk USSR 71, 
29 (1950). ; 
3) EK. A. Niekisch, Ann. Physik (6: 8. 291 (1951). Tas 
4) E. A. Niekisch u. R. Rompe, Z. physik. Chem. 198, 200 (1951). j 
>?) W. Muscheid, Ann. Physik (6), im Druck. 
6) D. Blochinzev, Physik. Z. Sowjet-Union 12, 586 (1937). 
ur Me, W. de Groot, Physica 6, 275 (1939). 
.°) M. Schön, Verh. dtsch. physik. Ges. (3) 18, 70 (1939). 
Br Wer F. Möglich u. R. Rompe, Physik. Z. 41, 236 (1940). 
1), K. Lehovec, Z. Naturforschg. 1, 258 (1946). 
' 1) J. Fassbender, F. Möglich, R. Rompe, Ann. Physik (6) 3, 327 (1948). Ties 
12) J. Fassbender, Ann. Physik (6) 5, 33 (1949). an: 


8) F. Stöckmann, Z. Physik 128, 185 (1950). 
4) I, Broser, R. Warminsky, l. c. 


15) J. Fassbender u. B. Seraphin, Ann. Physik (6) 10, 374 (1952). Diese Arbeit 
wird im folgenden mit I zitiert. 


4 
. 
<eit 
hen 
um 
ler- 
sen 
ers 
Re- 
bei 
Jle- 
om 
sen 
Re- 
yon bd 
nd 
S- 
rch 
ing 
ch- 
yer 
len 
or- 
er- 
ht- 
12- 
Je- 
m- 
ige 


Annalen der Physik. 6. Folge. Band 13. 1953 "a a 


Es zuighe sich, daß für die Beschreibung der Meßergebnisse ein einziger Mecha- 
nismus nicht ausreicht. Für die Bilanz der Ladungsträgerkonzentration 
mindestens der Ansatz gemacht werden 


dn 


den man seiner Zusammensetzung aus einer monomolekularen und einer bimole- 
kularen Rekombination wegen den gemischten Mechanismus nennen kann. Dieser 
Ansatz war nicht neu. Die Lumineszenzphysik hatte sich schon auf diese Weise 
zu erklären versucht, warum ein großer Teil der in den leuchtenden Kristall ein- 
gestrahlten Lichtenergie strahlungslos umgesetzt wird. Man machte für diese 
strahlungslose Rekombination vor allem den monomolekularen Mechanismus 
verantwortlich und verband ihn eng mit den im Gitter vorhandenen Störungen !%- 1), 
Niekisch'), Niekisch und Rompe®°) sowie Muscheid*) versuchten, im 
Falle des CdS ihre auf stationäre Leitungsvorgänge bezogenen Messungen mit der 
Annahme zweier Rekombinationsmechanismen zu deuten, wobei der monomole- 
kulare wiederum in engem Zusammenhang mit den im Gitter eingebauten Stör- 
stellen stehen sollte. 

Mit der Messung nichtstationärer Leitungsvorgänge, dem An- und Abklingen 
der Leitfähigkeit bei intermittierender Bestrahlung, wendet die vorliegende Arbeit 
das wohl direkteste Meßverfahren an, das über die Mechanismen der Rekombina- 
tion und ihre Koeffizienten x und ß Auskunft gibt. Als wichtigster Parameter der 
Vorgänge in einem Halbleiter wird dabei zunächst die Temperatur variiert. Dar- 
über hinaus werden die Kristalle Bedingungen unterworfen, die erwarten lassen, 
daß der Störstellengehalt der Kristalle sich in weitem Umfang ändert, so daß auch 
die Abhängigkeit der Rekombinationsmechanismen vom Störstellengehalt einer 
Prüfung zugänglich wird. Es zeigt sich hierbei, daß der bimolekulare Mechanismus 
eine nur geringe Abhängigkeit sowohl von der Temperatur als auch vom Stör- 
stellengehalt zeigt. Der Koeffizient 8 verkörpert offenbar eine Eigenschaft des 
Grundgitters, die nur in geringem Umfang von dessen Gehalt an Störstellen sowie 
von der Temperatur abhängig ist. 

Anders dagegen der Koeffizient x des monomolekularen Mechanismus: Zwischen 
Zimmertemperatur und 250° C durchläuft x, je nach Kristall bei einem Wert aus 
diesem Intervall, ein ausgeprägtes Minimum, das im störstellenreichen Kristall 
sehr tief, im störstellenarmen Kristall dagegen flach ist. Ab 250° C steigt x um 
fast zwei Größenordnungen an. Der ausgeprägte Unterschied im x-Verlauf des 
störstellenreichen gegenüber dem störstellenarmen Kristall läßt erkennen, daß 
der durch x gekennzeichnete monomolekulare Mechanismus offenbar in unmittel- 
barem Zusammenhang mit dem Gehalt des Kristalls an Störstellen steht. 

Man hat also im CdS zwei vorherrschende Mechanismen der Rekombination: 
die offenbar gittereigene, von der Temperatur und vom Störstellengehalt nur 
mäßig abhängige bimolekulare Rekombination und die stark von der Temperatur 
und vom Störstellengehalt abhängige monomolekulare Rekombination, deren 


1) G. F. J. Garlick, A. F. Gibson, J. Opt. Soc. Amer. 39, 935 (1949). 

1”) E. J. Adirowitsch, Ber. Akad. Wiss. USSR 68, 111 (1948); 68, 635 (1948); 
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18) R. H. Bube, Physic. Rev. 88, 393 (1951). 
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:cha- Existenz eng mit der energetischen Lage und der Konzentration von lokalisierten 


ußte Termen in der verbotenen Zone zusammenhängt. 
Aus der Bilanzgleichung (3) gewinnt man durch Nullsetzen des zeitlichen 
Differentialquotienten einen Ausdruck für die Trägerkonzentration im Falle 
(3) stationärer Einstrahlung als Funktion der Rekombinationskoeffizienten x und ß 
Veise Sieht man zunächst von Einflüssen ab, die mit der Bewegung der Träger unter 
ein- dem Einfluß des elektrischen Feldes zusammenhängen (Beweglichkeit), so ist zu 
liese erwarten, daß n, dem gemessenen Photostrom proportional ist und durch Wahl 
mus eines Proportionalitatsfaktors in einem Bezugspunkt den gesamten Photostrom- 
1), verlauf über der Temperatur wiedergeben sollte, wenn man für jede Temperatur 
im die gemessenen Werte von x und ß einsetzt. Da die mit der Bewegung der Träger 
> der durch das Kristallgitter zusammenhängenden Einflüsse jedoch mit Sicherheit 
10le- von der im Leitungsband befindlichen Trägerkonzentration sowie der Temperatur 
‘tér- abhängen, ist keine völlige Übereinstimmung zu erwarten. Zumindest sollte sich 
aber der genäherte Charakter der Photostrom-Temperaturkurven in der n,-Be- 
igen ziehung spiegeln. Es zeigt sich, daß die Übereinstimmung des aus (4) berechneten 
"beit Kurvenverlaufs, die Lage der Maxima und Minima, mit Messungen des Photo- 
ina- stromverlaufs in Anbetracht der Tatsache, daß die Beweglichkeit als Konstante 
der angenommen wurde, durchaus befriedigend ist. Wesentliche Züge dieser Photo- 
Dar- strom-Temperaturkurven wie ein Maximum bei 150° C, die Verschiebung dieses 
sen, Maximums mit steigender Intensität zu höheren Temperaturen, das Verhältnis 
uch der Höhen dieses Maximums für verschiedene Intensitäten sowie der steile Abfall 
iner des Photostroms im Bereich der Eigenleitung, kommen aus (4) richtig heraus, 
mus wenn man für jede Temperatur die gemessenen Werte x und ß einsetzt und die 
tör- n-Kurve in einem Punkt mit der Photostromkurve zusammenfallen läßt. 
des Für alle Temperaturen wird also offenbar die stationäre Trägerkonzentration 
wie im wesentlichen durch das Gleichgewicht aus der Erzeugung durch Lichtabsorp- 
tion und der Vernichtung von Trägern durch Rekombination durch eben jene 
hen beiden Mechanismen bewerkstelligt, deren Berücksichtigung in (3) zur Gleichung 
aus (4) führte. Er 
$ 2. Versuchsbedingungen und apparative Anordnung 
dis Um die Abhängigkeit der Rekombinationsmechanismen vom Störstellengehalt 
daß der Kristalle zu untersuchen, wurden die Kristalle äußeren Bedingungen unter- 
tel- worfen, die erwarten lassen, daß sich dieser Störstellengehalt in weitem Umfang 
ändert. Es wurde dabei bezug genommen auf Ergebnisse, die W. Muscheid®) 
ai: bei der Untersuchung des Dunkel- und Photostromes von CdS-Einkristallen in 
Be Abhängigkeit von der Temperatur gewonnen hat. Muscheid findet, daß sich die 
tue Kurven des Dunkel- und des Photostromes über der Temperatur mehrmals völlig 
a identisch durchfahren lassen, wenn man dafür sorgt, daß sich der Kristall in zwei 


Grenzzuständen befindet bezüglich seines Sauerstoffgehaltes im Gitter. Diese 
beiden Grenzzustände werden durch folgende Vorbehandlung des Kristalls erreicht: 
18); 1. Man heizt den Kristall im Hochvakuum gründlich bei 350° C aus, so daß 
sämtliche auf Schwefelfehlstellen oder Zwischengitterplätzen befindlichen Sauer- 
stoffatome den Kristall verlassen. aa der anschließenden Messung sorgt 


22) W. Muscheid, l. c 
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man durch Aufrechterhaltung des Hochvakuums dafiir, daB die — nicht 
wieder besetzt werden kénnen. 

2. Gibt man durch Tempern bei 350° C in reinem Sauerstoff von 10 mm Hg 
Druck dem Kristall Gelegenheit, die in inm von der Herstellung (oder von einem 
vorhergehenden Ausheizprozeß) noch vorhandenen Anionenlücken des Gitters 
mit Sauerstoffatomen aufzufüllen, so wird eine Zusammensetzung erzielt, die 
dem stöchiometrischen Verhältnis näher liegt als im ausgeheizten Fall. Auch hier 
darf bei der Messung dann nichts Irreversibles mehr passieren, so daß der Sauer- 
stoffdruck aufrechterhalten werden muß. 

Diese beiden Grenzzustände des Kristalls, die beim Hochheizen und Abkühlen 
identische Dunkel- und Photostromkurven liefern, sollen im folgenden mit den 
Stichworten 

l. „im Vakuum ausgeheizt‘‘ und 2. ‚in Sauerstoff getempert“ 
bezeichnet werden. 

Die Ergebnisse Muscheids lassen sich unter Berücksichtigung des Leitungs- 
typus des CdS sowie der Ionenradien nur so deuten, daß die von dem entweichenden 
Sauerstoff aus Gründen der Elektroneutralität im Gitter zurückgelassenen zwei 
Elektronen pro Atom in Termen sitzen, die dicht unter dem Leitungsband in der 
verbotenen Zone liegen, so daß sie von dort thermisch leicht abgelöst werden können 
(Donatorenterme). Wird dem Gitter wieder Sauerstoff angeboten, so werden diese 
Terme wieder gelöscht, wie die Dunkelleitfähigkeit zeigt. 

Die beiden Grenzzustände, in denen in der vorliegenden Arbeit die Temperatur- 
abhängigkeit der Rekombination gemessen wurde, lassen sich also bezüglich der 

\ Konzentration ihrer Störterme wie folgt charakterisieren: 
rue 1. Im Vakuum ausgeheizt: Hoher Störstellengehalt 
ae | 2. In Sauerstoff getempert: Geringer Störstellengehalt. 
Die apparative Anordnung ist gegenüber I nur bezüglich des Kristallhalters 
verändert. Der Kristall wurde in ein Glasgefäß gesetzt, das mit einem Fenster 
Be und von einem Heizmantel umgeben war und an eine Hochvakuum- 
anlage angeschlossen werden konnte. Die Temperatur des von dem Heizmantel 
durch Strahlung aufgeheizten Kristalls wurde in unmittelbarer Nähe desselben 
von einem Kupfer-Konstantan-Thermoelement registriert. 
‘ua Das in I angegebene Kompensationsverfahren zur Messung der Ordinaten auf 
Be Oszillographenschirmbild mußte bei höheren Temperaturen aufgegeben 
werden, da die Einzelmessung hierbei etwa fünf Minuten gedauert hätte und es 
; vorkommen konnte, daß der Kristall während dieser Zeit um einige Prozent seine 
Leitfähigkeit geändert hatte, so daß die Größe des Schirmbildes schwankte. Um 
Sau dem zu entgehen, wurde das Schirmbild photographiert und die Nichtlinearitäten 
des Rohres in Ordinatenrichtung (hauptsächlich der Trapezfehler) durch Pro- 
jektion der Aufnahme auf einen geeignet angepaßten Maßstab ausgeglichen. Durch 
sorgfältige Eichmessungen wurde sichergestellt, daß beide Verfahren die gleichen 
Ergebnisse lieferten. 

Sämtliche hier angeführten Messungen wurden im monochromatischen Licht 
der Wellenlänge 4358 AE bei einer durch alle Messungen konstanten Strahlungs- 
dichte von 1,2 - 10'* Quanten/cm?sec an der Kristalloberfläche ausgeführt. Sämt- 
liche angeführten Meßkurven beziehen sich also auf die gleiche Bestrahlungs- 
intensität, so daß auf eine nochmalige Angabe in den Abbildungen verzichtet wurde. 
2 — die im Kristall wirksam zur Anregung verbrauchte Quantenzahl 
ae a (cm~8sec~*) gelten die Annahmen des § 4 in I. 
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$ 3. Diskussion der Meßergebnisse 
a) Anklingkurven 


Wie in I bereits festgestellt, verlaufen die Anklingkurven bis zu etwa 70%, 
der stationär sich einstellenden Trägerkonzentration n, so, daß ihnen gut der Ver- 
lauf des hyperbolischen Tangens angepaßt werden kann, indem man je einen 


Kristall 7 


— 


: 10 15 20 25-10 sec 


Abb. 1. Die Anklingkurven eines in Sauerstoff getemperten Kristalls in Abhängigkeit 
von der Temperatur. Die ausgezogenen Kurven bedeuten den hyperbolischen Tangens, 
der für die Halbwertszeit durch den gleichen Punkt geht ; 


Punkt zur Deckung bringt. In diesem Bereich ist die Reaktionskinetik also rein 
bimolekular und man kann aus der Halbwertszeit der Kurve den Rekombinations- 
koeffizienten ß nach der Gleichung entnehmen 


Tq -t) = 05, (5) 
so daß sich ö aus der Halbwertszeit 7 und der Anregungsdichte a unter Beachtung 
der Tatsache, daß der hyperbolische Tangens den Wert 0,5 für das Argument 0,55 Be 
annimmt, wie folgt ergibt 

1 /0,55\? 
p=—(—). (6) 


a T 


Aus Abb. 4 und 5, in denen die Halbwertszeit 7 des Anklingens und somit bis auf 
einen Faktor die Größe ß-% aufgetragen ist, entnimmt man, daß ß mit wachsender 
Temperatur schwach zunimmt und vom Störstellengehalt fast unabhängig ist. 
Der Übergang vom ausgeheizten störstellenreichen Zustand zum sauerstoffge- 
sättigten störstellenarmen bringt nur eine schwache Zunahme von ß mit sich. Bei 
manchen Kristallen zeigt ß ein schwaches Minimum um 150° C, dessen Tiefe im 
störstellenreichen Kristall ausgeprägter ist als im sauerstoffgesättigten, so daß > 
ein Zusammenhang zwischen diesem Minimum und dem Störstellengehalt naheliegt. 
Allerdings ist zu berücksichtigen, daß zwar der bimolekulare Mechanismus in 
diesem Bereich dominiert, so daß er fast ausschließlich den Kurvenverlauf be- 
stimmt, der monomolekulare jedoch ebenfalls wirksam ist, so daß das schwache 
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_ Minimum als Einwirken des stark strukturabhängigen monomolekularen Meche. 
nismus gedeutet werden kann, da ß ja aus der Halbwertszeit und somit aus dem 
gesamten Vorgang entnommen wird. 

Im letzten Drittel des Anklingens weichen die Meßkurven vom hyperbolischen 
Tangens im Sinne eines Sättigungseffektes ab. Es konnte keine Temperatur- oder 
Strukturabhängigkeit dieses Effektes beobachtet werden. Für das Einbiegen in 
die „Sättigung“ scheint lediglich die Tatsache maßgebend zu sein, daß die statio- 
näre Konzentration n, zu etwa drei Vierteln aufgefüllt ist. Diese Sättigung ist 
ein Effekt, der sich dem gemischten Ansatz (3) völlig entzieht und der durch Zu- 
satzannahmen in der Bilanzgleichung berücksichtigt werden müßte, wie bereits 
in I betont wurde. 

b) Die Abklingkurven 


Die Abklingkurven sind zweigeteilt: Nach einem steilen Anfangsstiick, das 
sich meistens durch eine Hyperbel mit dem Exponenten 0,5 bis 1,0 darstellen läßt, 
läuft die Abklingkurve in einen rein exponentiell darstellbaren Verlauf aus, der 
den weitaus überwiegenden Anteil der gesamten Abklingzeit einnimmt. Aus dem 
Ansatz (3) folgt, daß der Übergang zwischen beiden Bereichen sich zur Zeit 


1 
(7) 


vollziehen sollte, so daß dieser Zeitpunkt mit zunehmender Steilheit des exponen- 
tiellen Teils, die durch x beschrieben wird, zu kleineren Werten rücken muß. Aus 
den Werten von x, die um den Wert 10° sec—! bei den hier untersuchten Kristallen 
streuen, gewinnt man für ¢, Zeiten in der Größenordnung einiger 10-* sec. Sowohl 
_ die Größenordnung dieses Wertes als auch sein Gang mit der Steilheit x des ex- 

Er Teils stimmt befriedigend mit der Erwartung überein, wie man aus 
den Abb. 2 und 3 abliest. 
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Die Abklingkurven eines in Sauerstoff getemperten Kristalls in Abhängigkeit 
von der Temperatur 


Gl 


7 
] 
kula 
Stor 
prag 
{ 
: 

% 

Abt 

Ter 

. 

me 

SE Ab 

Ex 
lau 
det 
kli 

del 

ia 
2; fäl 
| 
F 

a 


1 , 

pee: In Abb. 4 und 5 ist der Wert i= aufgetragen. Der Koeffizient des monomole- 

em 

kularen Mechanismus erweist sich als in hohem Maße von der Temperatur und vom 

chen $törstellengehalt abhängig. Der störstellenreiche Kristall verursacht ein ausge- 
oder prägtes Minimum von x, das von Kristall zu Kristall an verschiedener Stelle der 
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250-10 sec 
Abb. 3. Die Abklingkurven des gleichen Kristalls wie in Abb. 2 nach Einbau von Stör- 
stellen durch Ausheizen im Vakuum 


Temperaturskala liegt. Im Bereich der Eigenleitung ab 200° C etwa wächst a 
sehr schnell auf Werte an, die zwei Größenordnungen über dem Minimumswert 
liegen. 

Im sauerstoffgetemperten, also störstellenarmen Kristall ist das «-Minimum 
weitaus weniger ausgeprägt, ja verschwindet sogar mitunter fast in dem allge- 
meinen x-Anstieg bei höherer Temperatur, wie beim Kristall 2. Dieser ausge- 
prägte Unterschied des x-Verlaufs zeigt, daß der monomolekulare Mechanismus 
eine ausgesprochen strukturempfindliche Eigenschaft des Kristallgitters ist. 

Wieder treten im Bereich hoher Trägerkonzentration, zu Beginn des Abklingens, 
Abweichungen vom Ansatz (3) auf. Hier sollten nach (3) Hyperbeln mit dem 
Exponenten 1 erwartet werden. Das wirkliche Abklingen in diesem Bereich ver- 
läuft jedoch langsamer. Eine Temperatur- oder Strukturabhängigkeit dieses Teiles 
der Abklingkurven konnte nicht klar ermittelt werden, da bei den sehr rasch ab- 
klingenden Kristallen dieser Serie der erste Anfang des Abklingens in die Nähe 
der Auflösungsgrenze der Apparatur rückte, so daß er sich vorläufig der sorg- 
fältigen Untersuchung entzieht. 


e) Der stationäre Photostrom 


‚Setzt man in (3) den zeitlichen Differentialquotienten gleich Null, was einem 


. Gleichgewicht zwischen Trägererzeugung und -vernichtung, also dem stationären 
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fall den Ausdruck (4). Führt man (6) in (4) ein, so erhält man 


so daß man nun direkt aus den Werten der Abb. 4 und 5 die stationäre Träger- 
konzentration n, als 


T Aristall 2 Funktion von Temperatur 
| = sität a ausrechnen kann, 

imvekum| Bis auf Faktoren ist 

ausgeheizt die Trägerkonzentration 
bei einem reinen Uber- 

P inSouersioff| + schußleiter wie dem Cd§ 

ie. T dem gesamten Photo- 


strom proportional gemäß 
der Beziehung 


j=enb-€. (9) 


Diese Faktoren sind 
jedoch nicht temperatur- 
unabhängig. Sieht man 
selbst von Randschicht- 
effekten ab, dieeinen tem- 
peraturabhängigen Ver- 
lauf der im Kristall wirk- 
samen Feldstärke zur 
\ Folge hätten, so bleibt 
die Beweglichkeit b als 


T 


+ 
20° 150° 20° 20° 30 50°C 


teil. Die Übereinstim- 
1 mung zwischen n, und 
reziproke Parameter - des exponentiellen Abklingens in dem Photostrom als 


Abhängigkeit von der Temperatur fiir einen Kristall, Funktion der Temperatur 
! dessen «-Minimum bei etwa 160° C liegt. Die Halbwerts- darf also nicht als vor- 
zeit des Anklingens ist bis auf einen Faktor gleich dem züglich erwartet werden, 
Koeffizienten ß-"/» des bimolekularen Mechanismus, so 
daß die Abbildung den Verlauf der heiden Rekombinations- 


Abb. 4. Die Halbwertszeit + des Anklingens sowie der 


falls man bei einer ein- 


koeffizienten abzulesen gestattet zigen Temperatur an- 
gleicht. 
u jr Ve Und doch zeigt sich, wie die Abb. 8, 9 und 10 lehren, daß charakteristische 
as Ziige der Photostrom- -Temperaturkurven sich aus dem Verhalten der Rekombina- 


_ tionskoeffizienten & und ß ablesen lassen. Insbesonders Muscheid?**) hatte hier 
E- Untersuchungen angestellt, die zeigten, daß der Photostrom zwischen 

Be = C und 200° C ein Maximum durchläuft und dann steil abfällt. Die Lage dieses 
_ Maximums verschob sich mit steigender Bestrahlungsintensität zu höheren Tem- 
& _ peraturen. Alle drei Effekte lassen sich aus dem Temperaturverhalten der Re- 


=) sun Dr. W. Muscheid danke ich fürfreundliche Überlassung von Meßergebnissen. 


Fall entspricht, so erhält man für die Trägerkonzentration n, im Gleichgewichts- 
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kombinationskoeffizienten x und ß nach (8) verstehen, wie der Vergleich der ge- 
messenen und der berechneten Kurven zeigt. Auch das Verhältnis der Maximums- 
ordinaten bei verschiedener Intensität wird etwa durch (9) wiedergegeben. 


Ferner hatte Muscheid beobachtet“), daß der Photostrom im ausgeheizten 
Kristall höher liegt als im sauerstoffgetemperten. Wie Abb. 8 im Falle des Kri- 
stalls 2 zeigt, kommt auch das richtig aus Gl. (4) unter Verwendung der gemessenen 
Werte für x und ß heraus. 


$ 4. Diskussion 


Die betrachteten An- und Abklingkurven lassen bei allen Temperaturen und 


Störstellengehalten eine deutliche Einteilung in ‘drei Abschnitte erkennen: 


1. Der Anfangsteil des 
Anklingens bis zu etwa 
70proz. Auffüllung der 
stationär sich einstellen- 
den Trägerkonzentration 
verläuft rein bimolekular. 
Es wird vollständig be- 
schrieben durch die An- 
gabe eines bimoleku- 
laren Rekombinations- 
koeffizienten ß, der aus 
der Halbwertszeit des 
Prozesses vermittels der 
Beziehung (6) entnommen 
werden kann. 


2. Der überwiegende 
Hauptteildes Abklingens, 
der exponentiell verläuft 
und somit ebenfalls durch 
eine einzige Konstante x 
eines rein monomoleku- 
laren 
mechanismus beschrieben 
werden kann, die un- 
mittelbar aus der Neigung 
der Abklinggeraden inein- 
fach-logarithmischer Dar- 
stellung entnommen wer- 
den kann. 


Rekombinations- _ 


Aristall 7 

*sec\200:10"'sec 

Vakuum ausgeheizt & 

in Sauerstolfgetempert x 


fi 1 1 T 
20° 150° 20° 250° 300° 350°C 


Abb. 5. Die Rekombinationskoeffizienten fiir einen Kristall, 
dessen x-Minimum etwa bei Zimmertemperatur zu liegen 
scheint 


3. Der Endteil des Anklingens sowie der erste Anfang des Abklingens lassen 
sich nicht in so einfacher Weise einem Rekombinationsmechanismus zuordnen, 
wie bereits in I betont wurde. Beiden Teilen ist gemeinsam, daß in ihnen die 
Trägerkonzentration in der Nähe des stationär sich einstellenden Wertes und damit 
sehr hoch liegt. Die Anklingkurve biegt aus der hyperbolischen Tangensfunktion 


des bimolekularen Mechanismus nach unten aus, wie bei einem Sättigungseffekt. 
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Der Anfangsteil des Abklingens läßt sich durch Hyperbeln mit Exponenten zwischen 


0,5 und 1,0 annähern, 


Bezüglich ihrer Strukturempfindlichkeit verhalten sich diese drei Abschnitte 


wie folgt. 


1. Die bimolekulare Rekombination, die wesentlich den Anklingprozeß be. 
stimmt, ist ein weitgehend strukturunempfindlicher Mechanismus, der offenbar 
nur von den Eigenschaften des Grundgitters bestimmt wird. Das Anwachsen 


Halbwertszeit T bezw. T ' 


> 


\ 


Aristall 2 


An 
Vokuum ausgeheizt & 


/ Sauerstoff, gerempert 
\ 


Abb. 6. 


dauer abzulesen gestattet 


= 
20° 150° 200° 250° 300 350°C 


Die Halbwertszeiten des An- und Abklingens. 
Fiir das Anklingen wie in Abb. 4 und 5. Fiir das Ab- 
klingen ist diesmal jedoch nicht nur der exponentielle An- 
teil, sondern die Halbwertszeit des gesamten Abkling- 
vorgangs aufgetragen, die also auch den hyperbolischen 
_ Anfangsteil mit umfaßt und im Vergleich mit Abb. 4 und 5 
dessen temperaturabhängigen Einfluß auf die Abkling- 


der Stérstellenkonzentra- 
tion bringt eine gering- 
fügige Verkleinerung 
des Rekombinations- 
koeffizienten ß mit sich 
(Abb. 4 und 5). Der 
bimolekulare Mechanis- 
mus scheint sich also um 
so kräftiger auswirken zu 
können, je stöchiome- 
trisch einwandfreier der 
Kristall ist. Ein gering- 
fügiges Minimum im f- 
Verlauf des störstellen- 
reichen Zustandes in 
einem Temperaturinter- 
vall zwischen Zimmer- 
temperatur und 250°C 
je nach Kristall deckt 
sich in seiner Lage stets 
mit dem kräftigen a- 
Minimum und deutet auf 
einen sehwachen Einfluß 
auch des monomoleku- 
laren Mechanismus auf 


7 den Anklingprozeß hin. 


Mit zunehmender 
Temperatur wird der 
bimolekulare Mechanis- 
mus wirksamer, ausge- 
drückt durch ein An- 
wachsen des Rekombi- 
nationskoeffizienten ß. 


2. Der monomolekulare Rekombinationsprozeß erweist sich als ausgesprochen 
strukturempfindliche Eigenschaft des Kristallgitters. Auch er wird mit zuneh- 
mender Temperatur wirksamer, jedoch in wesentlich stärkerem Maße wie der bimo- 
lekulare Prozeß. Im Bereich zwischen Zimmertemperatur und 350° C wächst der 
Rekombinationskoeffizient x um zwei Größenordnungen (Abb. 4 und 5), gegen- 
über einer Zunahme von maximal einer halben Größenordnung des Koeffizienten f. 


Diejenige Eigenschaft des monomolekularen Mechanismus, die am kräftigsten 
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und 250° C, je nach Kristall. Dieses Minimum ist im störstellenreichen Kristall 
sehr stark ausgeprägt und verschwindet fast in dem allgemeinen x-Anstieg, wenn 
man die Störstellen durch Sauerstoffeinbau löscht. Das Maß, in dem dieses «- 
Minimum sich durch Tempern in Sauerstoff tilgen ließ, war von Kristall zu Kristall 
verschieden. Bei manchen Kristallen war auch im sauerstoffgesättigten, stör- 
stellenarmen Zustand das Minimum, wenn auch abgeschwächt, vorhanden, bei 
anderen verschwand es völlig. Es liegt nahe, dieses unterschiedliche Verhalten 
durch Annahme einer restlichen Störstellenkonzentration zu erklären, die sich auch 
durch den Einbau von Sauerstoff nicht löschen ließ. Kristalle, die auch im sauer- 
stoffgesättigten Zustand 
das «-Minimum zeigen, 
wiren dann mit einem An 
hohen restlichen Stör- uns imVakuum ausgeheizt & | 


stellengehalt versehen, in Souerstoffgetempert 


Halbwertszeit T bezw. T' : Kristall 7 


der sich auch durch die 

eingebauten Sauerstoff- 

atome nicht löschen läßt, My 

wogegen der Stérstellen- 

stalle mit tilgbarem Mini- \ 

mum wesentlich auf dem =, \ 

Sauerstoffeinbau fast ER WR 

Die beiden hier stets 

zitierten Kristalle Nr. 2 

und Nr. 7 stellen in allen st = i 


Extreme innerhalb des 
untersuchten Materials 
von zehn Kristallen dar, 
eines anderen Kristalls 20° 150° 200° 250° 300° 350°C 
zwischen der des Kri- Abb. 7. Wie in Abb. 6 fiir einen anderen Kristall 
stalls 2 und der des 


— 


Kristalls 7 liegt. Es wird vermutet, daß eben diese beiden Kristalle sich vor 


allem durch ihre restliche Konzentration an Störstellen unterscheiden, die 
durch Sauerstoffeinbau nicht tilgbar ist. Dieser restliche Gehalt an Stör- 
stellen scheint im Kristall 2 besonders hoch zu sein, so daß sich die Störstellen- 
effekte auch noch im sauerstoffgesättigten Kristall zeigen. Im Kristall 7 dagegen 
scheint der Einbau von Sauerstoff die Störstellen weitgehender zu löschen. Alle 
übrigen Kristalle liegen bezüglich dieses restlichen Störstellengehaltes offenbar 
dazwischen. 

3. Die von einem Rekombinationsmechanismus in nicht so eindeutiger Weise 
zu beschreibenden übrigen Teile der An- und Abklingkurven zeigen keine klare 
Abhängigkeit vom Störstellengehalt. Der Endteil des Anklingens, der Sättigungs- 
effekt, scheint weitgehend vom Störstellengehalt unabhängig zu sein. Der Anfangs- 
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Malt 


20° 150° 
Abb. 8. Vergleich einer Photostrommessung mit dem 


aus (4) für alle Temperaturen berechneten n, unter 
Heranziehung der Koeffizientenwerte aus dune Abb. 4 


200° 


‘ 
250° 200° 


= b) 
das rein mono- 


teil des Abklingens zeigt 
Unterschiede des ausge- 
heizten gegenüber dem 
sauerstoffgesättigten Zu- 
stand, jedoch konnte das 
Verhalten nicht sorgfältig 
untersucht werden, weil 
die Dauer dieses Anfangs- 
vorganges, besonders bei 
höherer Temperatur, an 
der Grenze des Auflösungs- 
vermögens der Apparatur 
liegt. Eine Steigerung 
dieses Auflösungsvermö- 
gens wird hier Aufschluß 
bringen. 

Besondere Aufmerk- 
samkeit muß dem Zusam- 
menhang der beiden rein 
vorliegenden Rekombi- 
nationsmechanismen mit- 
einander und mit der 
Bilanzgleichung (3) gewid- 
met werden. Die Differen- 
tialgleichung (3) leistet hier 
im wesentlichen folgendes: 


a) Sie beschreibt 


-viehtig das rein bimole- 
kulare Anklingen. 


Sie beschreibt 


molekulare Abklingen. 


c) Sie liefert den 


1 


7 


Einsatzpunkt 


a“ 
des monomolekularen 
Mechanismus richtig. 


d) Sie liefert die In- 
tensitätsabhängigkeiten 
richtig (siehe I). 


Abb. 9. Messungen von 
W. Muscheid über die 


Abhängigkeit des Photo- 

stroms in CdS-Einkristai- 

len von der 

- . t ist die Be- 
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strahlungsintensitat 
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eigt Sie versagt dagegen bei der Deutung der unter 3. geschilderten Vorgänge. 
'8ge- Der Sättigungseffekt des Anklingens sowie der Anfangsteil des Abklingens werden 
dem vom Ansatz (3) nicht erfaßt, wie bereits in I betont wurde. 
= Höhler 2) hat nun darauf aufmerksam gemacht, daß sich durch eine Umfor- 
iltig mung der in I entwickelten Gleichungen ein Kriterium für die Brauchbarkeit der 
weil Bilanzgleichung (3) ableiten läßt, indem man prüft, ob der Quotient aus der Halb- 
ngs- wertezeit t des Abklin- n, (willkürl. Einheiten ) 
bei gens und der des Anklin- fi 
Bi gens t in dem Intervall 
500 
tur 1<+<1,82 
ung 
mö- liegt, wiees bei ausschließ- 
ıluß licher Gültigkeit von (3) 
der Fall sein sollte. 
ark- Den Grundgedanken , 
dieses Kriteriums kann | 
rein 
bi. man sich auf andere 
gr Weise sehr einfach klar- 
= machen: Betrachtet man °F 
I An- und Abklingformel 
aia des reinen monomole- 
hier kularen und des reinen 
bimolekularen Mechanis- 
gi: mus, so verifiziert man 
eibt leicht, daß die Halbwerts- 
ole- zeiten sich für den reinen 10+ 
monomolekularen wie 
eibt 1:1, für den rein bimole- 
ee kularen wie 1:1,82 ver- st 
gen. halten müssen. Bei Gültig- 
keit beider Mechanismen 
= gleichzeitig muß sich ein 20° 750° 200° 250° 300 750°C er 
= dazwischen ergeben. Abb. 10. Die Abhängigkeit der stationären Elektronen- 
ail oraussetzung dieses Kri- konzentration n, von der Temperatur, berechnet nach 
Pr man na schen Messung (Abb. 9) betrug I — 1, 22 und 100 
me: Höhler benutzt nun in Anwendung seines Kriteriums An- und Abkling- 
kurven, die nicht zur gleichen Intensität gehören, und kommt so zu dem Schluß, 
daß die Messungen in I eine Widerlegung des Ansatzes (3) darstellen. Beachtet 
Br man jedoch, daß die zur Quotientenbildung benutzten Kurven streng zur gleichen 
die Bestrahlungsintensität gehören, so kommt man auf Quotientenwerte, die sich 
oto- meistens dem Intervall gut einfügen und im ungünstigsten Falle in der Gegend von 
= 5 liegen. Kristalle mit Abweichungen von einer Größenordnung und mehr, wie 
I 2°) G. Höhler, Ann. Physik (6), im Druck. 
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Abb. 11. Der Quotient der Halbwertszeiten des Ab- 
klingens r’ und des Anklingens r für die beiden Kristalle 
Nr. 2 und Nr. 7. Bei uneingeschränkter Gültigkeit des 
gemischten Ansatzes (3) müßte dieser Quotient zwischen 
1 und 1,82 liegen. Bei hohen Temperaturen und für sauer- 
stoffgesättigte Kristalle trifft dies annähernd zu. Ab- 
weichung für störstellenreiche ausgeheizte Kristalle. 
Kristall 2 repräsentiert mit dem Quotienten 5 den Kristall 
mit der größten Abweichung von (3) innerhalb des unter- 
suchten Materials 


wie sie beim Kristall 2 
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sie Héhler aus den nicht intensitätsgleichen Kurven von I herausliest, wurden 


In Anwendung der Höhlerschen Bemerkung sind die Quotienten der Halb- 
wertszeiten für die Kristalle 2 und 7 in der Abb. 11 über der Temperatur aufge- 


Man bemerkt, daß die Quotientenwerte im allgemeinen zu hoch liegen und daß 
diese Abweichung eine stark strukturempfindliche Eigenschaft darstellt. Sie ist 


am größten beim stör- 
stellenreichen ausgeheiz- 
ten Kristall. Die sauer- 
stoffgesättigten Kristalle 
(ebenso wie die an freier 
Luft gemessenen Kristalle 
der Arbeit I) liefern 
Quotienten, die den An- 
satz (3) rechtfertigen. Im 
Falle großer restlicher 
Störstellenkonzentration, 


vermutet wird, verläuft 
auch die sauerstoffge- 


sättigte Kurve bis 250°C 


oberhalb des durch (3) 
vorgeschriebenen Inter- 
valls. 


Bei einer Erklärung 


. 
=-_ der Abweichung des Quo- 


tienten vom erwarteten 
Wert muß offenbar zu- 
nächst einmal beachtet 
werden, daß (3) keines- 


wegs den gesamten Vor- 


gang beschreibt. So wird 
die Koppelung zwischen 
Anklingprozeß und Ab- 
klingprozeß über die 
Bilanzgleichung aufgelöst 
und es ist nicht möglich, 
den formalen Zusammen- 
hang zwischen beiden 
auszuschöpfen und beide 
Koeffizienten x und f 
bereits aus einem Vor- 
gang zu bestimmen, wie 
Höhler es vorschlägt. 
Die dazwischenliegenden, 


offenkundig der Gültigkeit von (3) entzogenen Bereiche verhindern, daß eben 
über (3) ein Zusammenhang zwischen Größen bestehen kann, die sich auf den 
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gesamten Vorgang beziehen, wie es bei den Halbwertszeiten der Fall ist. Da die 
Halbwertszeit des Abklingens z. B. überwiegend von dem nicht durch (3) erfaßten 
Anfangsteil mitbestimmt wird, ist es nicht verwunderlich, wenn sie nicht in einen 
rein aus (3) abgeleiteten Zusammenhang hineinpaßt. So entsteht der Eindruck, 
daß das Abklingen, gemessen am Ansatz (3), zu langsam vor sich geht. 

Man kann sich hier vorläufig nur helfen, indem man aus den Bereichen, in 
denen die Vorgänge rein monomolekular bzw. bimolekular vor sich gehen, die ent- 
sprechenden Koeffizienten gesondert entnimmt und auf ihre Gegenüberstellung 
im Rahmen einer Bilanzgleichung verzichtet, solange diese, wie (3), offenbar 
nicht in der Lage ist, den gesamten Vorgang richtig zu beschreiben. Für diese not- 
wendige Ergänzung von (3) führt Höhler einige Gesichtspunkte an. 

So stellt sich der gemischte Ansatz (3) als nullte Näherung einer endgültigen 
Bilanzgleichung dar, die etwa drei Viertel des An- und des Abklingvorgangs aus- 
gezeichnet beschreibt, die wechselseitige Existenz der Mechanismen gut wieder- 
gibt und auch die Zeiten, in denen sie wirksam sind. Die Näherung ist offenbar 
ergänzungsbedürftig im Bereich hoher Trägerkonzentrationen, im Endteil des An- 
klingens und im Anfangsteil des Abklingens. Aus Größen, die sich also über den 
ganzen zeitlichen Bereich der Vorgänge erstrecken wie die Halbwertszeiten, kann 
man also nicht mehr entnehinen, als die Meßkurven ohnehin deutlich zeigen, 
nämlich den begrenzten Näherungscharakter der Bilanzgleichung (3). 

Angesichts dieser Einschränkungen ist es erstaunlich, daß die aus dem gemisch- 
ten Ansatz hergeleitete Gleichung für die stationäre Trägerkonzentration n, so 
wesentliche Züge der gemessenen Photostromkurven wiedergibt. Als Vergleichs- 
kristall wurde Nr. 2 herausgegriffen, obwohl er den Quotienten mit der größten 
Abweichung liefert, der gemischte Mechanismus für ihn also nur bedingt anwendbar 
scheint. Daß die Übereinstimmung der stationären Vorgänge bei ihm nicht schlech- 
ter ist als bei anderen Kristallen, zeigt, daß das Gleichgewicht zwischen der Er- 
zeugung und der Vernichtung von Trägern vorwiegend von den beiden in (3) er- 
faßten Mechanismen bewirkt wird, so daß die Gl. (4) für den Gleichgewichtsfall 
gut zu gelten scheint. Die soeben besprochenen Abweichungen vom Ansatz (3) 
scheinen also nur auf die nichtstationären Vorgänge beschränkt zu sein. Ihr enger 
Zusammenhang mit dem Störstellengehalt des Kristalls einerseits, ihre Beschrän- 
kung auf den Nicht-Gleichgewichtsfall andererseits legt die Vermutung nahe, daß 
es sich bei den Abweichungen um Entleerungs- und Auffüllungsvorgänge von Stör- 
stellen handelt, die, wenn sie sich einmal ins Gleichgewicht gesetzt haben, nicht 
mehr wirksam sind. 

Diese Annahmen setzen jedoch weitere Untersuchungen gerade dieser Ab- 
weichungen voraus und könnten etwa dadurch realisiert werden, daß man das 
Auflösungsvermögen der Apparatur steigert und die Messungen bis hinab in den 
Bereich tiefer Temperaturen ausdehnt. 


Die Arbeit wurde im Institut für Festkörperforschung der Deutschen Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin-Buch ausgeführt. 

Herrn Prof. Dr. F. Möglich bin ich für die Anregung zu dieser Arbeit sowie 
die Ermöglichung ihrer Durchführung zu Dank verpflichtet. 

Den Herren Dr. G. Höhler und Dr. W. Muscheid danke ich für fördernde 
Diskussionen, Frl. B. Mieth für sorgfältige Hilfe bei den Messungen. 


Erlangen, Schuhstr. 55. 
(Bei der Redaktion eingegangen am 19. März 1953.) 
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der Elektronenbander im Diamantgitter') 
Vom W. Döring und V.Zehler 


= 


? 
Inhaltsübersicht 

Bi Die irreduziblen Darstellungen der Raumgruppe des Diamants werden natal 
eae stellt. Daraus werden Schlüsse über die möglichen Symmetrieverhältnisse der 
is - Eigenfunktionen der Elektronen und die Verknüpfung verschiedener Elektronen- 


Einleitung 


Im Jahre 1936 haben Bouckaert,Smoluchowski und Wigner?) mit grup- 
pentheoretischen Hilfsmitteln die Symmetrieeigenschaften und Zusammenhänge 
zwischen den verschiedenen Elektronenbändern in kubischen Kristallen untersucht. 
Von der Lage und Bethe?) zeigten 1948, daß man mit Hilfe ihrer Ergebnisse die 
Genauigkeit der Berechnung der Bandbreiten ohne wesentliche Vermehrung der 
Rechenarbeit beträchtlich steigern kann. Bisher sind derartige Betrachtungen 
aber nur für das einfachkubische, kubischraumzentrierte und kubischflächen- 
zentrierte Gitter durchgeführt worden. Die Übertragung der Methode auf kompli- 
ziertere Gitter bereitet gewisse Schwierigkeiten. Bouckaert, Smoluchowski 
und Wigner gründen nämlich ihre Überlegungen auf die mathematischen Er- 
gebnisse von Seitz‘), die nur für besonders einfache Gitter gelten. In ihnen müssen 
sämtliche Symmetrieoperationen aus Drehungen, Spiegelungen und Translationen 
sowie Zusammensetzungen aus ihnen bestehen. Dagegen dürfen keine Schrau- 
bungen oder Gleitspiegelungen vorkommen, bei denen die in diesen Operationen 
enthaltenen Verschiebungen nicht schon für sich allein eine Symmetrieoperation 

des Gitters darstellen. Das ist bereits bei einem so einfachen Gitter wie beim 
Diamant nicht mehr der Fall. Hier soll nun gezeigt werden, daß man bei geeigneter 
Betrachtungsweise nur eine verhältnismäßig geringfügige Abänderung des Ver- 
fahrens vornehmen muß, um auch für beliebig komplizierte Gitter die Gesamtheit 
der irreduziblen Darstellungen zu gewinnen. Am Beispiel des Diamantgitters soll 
das Verfahren vollständig durchgeführt werden. Die folgende Arbeit bringt die 
zahlenmäßigen Ergebnisse, welche mit Hilfe der Ergebnisse dieser Arbeit berechnet 
wurden. Die Methode ist nicht auf das Diamantgitter zugeschnitten, sondern ist 
im Prinzip für alle Raumgruppen anwendbar. In einer späteren Arbeit soll die 


1) Vorgetragen auf dem Deutschen Physike.tag Berlin 1952. 
2) L. P. Bouckaert, R. Smoluchowski u. E. Wigner, Physic. Rev. 50, 58 (1936). 


®) F.C. von der Lage u. H. A. Bethe, Physik. Rev. 71, 612 (1947). 
*) F. Seitz, Ann. of Math. 87, 17 (1926). ee -_ 
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hexagonale dichteste Kugelpackung in gleicher Weise untersucht werden und 
daraus qualitative Aussagen über die verschiedenen Bänder abgeleitet werden. 


1. Die Symmetrieoperationen des Diamantgitters 


Eine Symmetrieoperation, die den Ortsvektor r in den Vektor r’ überführt, 
wird durch die Gleichung 
r=€r+t (1) 


gegeben. Darin bedeutet & eine dreidimensionale, reell orthogonale Matrix, die 
eine Drehung oder Spiegelung vermittelt, und t einen Vektor, der die Translation 
bestimmt. Die Operationen, die die potentielle Energie V(r) für ein einzelnes 
Elektron im Gitter invariant lassen, also die Gleichung 


= Vir) (2) 


befriedigen, bilden eine Gruppe. Die einzelnen Gruppenelemente wollen wir im 
folgenden kennzeichnen durch Angabe der rechtwinkligen Koordinaten (x’, y’, =’) 
von r’ für einen Ortsvektor r mit den Koordinaten (x, y,z). Die Koordinaten- 
achsen sollen in üblicher Weise mit den tetragonalen Achsen zusammenfallen und 
der Ursprung mit einem der C-Atome im Diamant. Die Translationen sind die- 
jenigen Symmetrieoperationen, bei denen € die Einheitsmatrix ist. Wenn 2a die 
jitterkonstante ist, so lauten die drei einfachsten Translationen von den zwölf 
mit kleinstem Betrage des Vektors t: 


T,=(x+a, y+a,2), T,=(2,y+a,2+a), T;=(x+a,y,2+ a). (3) 


Das gruppentheoretische Produkt 7! T® 7” dieser Operationen (l, m, n ganzzahlig, 
positiv oder negativ) ist die Translation («+ (1+ m)a, y+(l+m)a, z+ 
(m+ n)a). Dal, m,n alle ganzen Zahlen durchlaufen können, umfaßt die Raum- 
gruppe unendlich viele Elemente. Die dadurch entstehenden Komplikationen 
kann man aber leicht vermeiden. Man kann die Gruppe, ohne etwas Wesentliches 
zu verlieren, künstlich endlich machen, indem man festsetzt, 7%, TN und TY 
sollen mit dem Einheitselement identisch sein. Dabei ist N eine sehr groBe ganze 
Zahl. Das entspricht für die Elektronenbänder der üblichen Randbedingung, daß 
alle Eigenfunktionen periodisch sind mit drei sehr großen Perioden, die N mal 
größer sind als die Translationsvektoren in den drei Translationen 7’,, T, und T),. 
Dann gibt es gerade N® verschiedene Translationen, einschließlich des Einheits- 
elementes E = (x, y, 2). Diese N® Gruppenelemente sind die einzigen, bei denen © 
die Einheitsmatrix ist. Sie bilden eine Abelsche Untergruppe der ganzen Raum- 
gruppe. 

Wenn man ein anderes Gruppenelement, bei dem € nicht die Einheitsmatrix 
ist, mit allen N® Translationen kombiniert, erhält weitere N® Elemente, die alle 
die gleiche Matrix © besitzen. Zur Kennzeichnung dieser N® Elemente ist im fol- 
genden eines als typisches Element angegeben, und zwar dasjenige, welches 
von allen den kleinsten Translationsvektor t besitzt, bzw. einer von diesen, wenn 
es mehrere gleichberechtigte gibt. Die einfachen Gitter, die Seitz und Bouckaert, 
Smoluchowski und Wigner allein betrachten, sind dadurch ausgezeichnet, daß 
alle im obigen Sinne typischen Elemente den Translationsvektor t = 0 besitzen. 
Beim Diamant gibt es 48 typische Elemente, nämlich die folgenden: 
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1. Das Einheitselement E = (x, y,z) als typisch für alle Translationen, 


2. Die drei Drehungen um die Koordinatenachsen um 180°: A, = (x,—y,—2), 
A, (—2, A, = (—2, —y, 2). 

3. Acht Drehungen D; um die Raumdiagonalen um 120°. Die Indizes bedeuten 
in der folgenden Zusammenstellung in der üblichen kristallographischen Bezeich- 
nung die Achsen, in welchen der Drehvektor bei dieser Drehung liegen würde, 
Du> (z, x, y), Diss = 3%), Di = (y,—z,—«), 1 = (2, 2,9), Din = 
(—y, —z, x), Dani (z,—a, —Y); = (—y, 2,—%), D, (—2, —2, y). 

4. Sechs Spiegelungen M, an den (110)-Ebenen. Die Indizes bedeuten hier die 
beiden Koordinatenachsen, zwischen denen die Spiegelebene den rechten Winkel 
halbiert. M,, = (4, 2,2), M,, = (2,2, y), M.=(%%%, Me, = (—y,—2,2), 

(x, —2,—¥); M;: (—2, Y; 

5. Sechs Drehspiegelungen mit einer Drehung um 90° um eine Koordinaten- 
achse und Spiegelung an der dazu senkrechten Ebene durch den Ursprung. 
K, = (—«,—z, y), K,=(z,—y,—2), K,=(—y,2,—z), Kz = (—2,z,—y), 
K, = (—,—-, 2), K; = (y, —x, —). 


3 6. Die Inversion am Punkt mit den Koordinaten -*- „—,—! 


Diese Raumgruppe, die in der Nigglischen Nomenklatur mit 0}, — 
wird, unterscheidet sich von der Raumgruppe 0}, des Kubischflächenzötittiorie 


Ei’ Gitters nur dadurch, daß das Inversionszentrum J nicht im Koordinatenursprung 
Bi . liegt, sondern in Richtung der Raumdiagonalen um !/, Gitterkonstante verschoben 
7 


Be: : ist. Während beim kubischflächenzentrierten Gitter die 48 typischen Elemente 
Be: eine Untergruppe der Raumgruppe bilden, ist das beim Diamant nicht mehr der 
Fall. Hier bilden nur noch die reell orthogonalen Matrizen €, dieser 48 typischen 
Elemente eine Gruppe. Die Aufteilung in der obigen Zusammenstellung ist die 
i Klasseneinteilung dieser Gruppe, welche mit der kubisch-holoedrischen Kristall- 
Be gruppe identisch ist. Die Tatsache, daß die obigen typischen Elemente der Raum- 


I gruppe keine Untergruppe bilden, erkennt man besonders deutlich an dem Element 
u: JA, = ($- z, > + y, + ao z) . Das Quadrat dieses Elementes ist die Translation 


T,, und dieses Element gehört nicht zu den typischen Elementen. Darin liegt die 
Schwierigkeit bei der Aufstellung der irreduziblen Darstellungen. 

Bi". Hinsichtlich der Schlüsse, die allein aus der Größe und Lage der Translationen 

folgen, besteht jedoch kein Unterschied zwischen dem kubischflächenzentrierten 

En Gitter und dem Diamantgitter. Man kann deshalb zunächst in der gleichen Weise 

Be’ wie in der Arbeit von Bouckaert, Smoluchowski und Wigner die folgenden 

Sätze beweisen: Die Eigenfunktionen w,(r), . . . u,(r) zu einem Eigenwert der 

Schrödingergleichung, welche zusammen eine irreduzible Darstellung der 

Raumgruppe aufspannen, können stets in die Form u, (r) = e's") »,(r) gebracht 
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werden, wobei v,(r) invariant gegenüber den Translationen T’,, 7,, T, ist. Die 
Matrizen, die in der Darstellung der Raumgruppe den Translationen zugeordnet 
sind, haben bei dieser Wahl der Funktionen sämtlich Diagonalform. Die Aus- 
breitungsvektoren f, der Funktionen w,(r) liegen innerhalb oder auf der Oberfläche 
der in Abb. 1 dargestellten ersten Brillouin-Zone. Zwei f-Vektoren, die sich nur 


7 . 17 A P 
durch einen Summanden + ~~ bei allen drei Komponenten unterscheiden, sind als 


identisch anzusehen. Die Gesamtheit der Vektoren f,, f,,...f, der Funktionen 
zu einer irreduziblen Darstellung erhält man durch Anwendung der 48 Matrizen 
€, der Symmetrieelemente auf einen von ihnen. Der ‚‚Stern‘ der f-Vektoren einer 
Darstellung enthält daher im allgemeinen 48 verschiedene f-Vektoren. Wenn jedoch 


r von den 48 Matrizen ©; einen der f-Vektoren invariant lassen, enthält der Stern 
nur 48 Verschiedene Vektoren f,. Es kann sein, daß mehrere Funktionen u,(r) den 
r 


gleichen Ausbreitungsvektor f, besitzen. Dann gehören zu jedem f-Vektor des 
Sternes gleich viel Funktionen. 


2. Die Darstellungen der Untergruppen eines f-Vektors 


Von den Funktionen u,(r) zu einer irreduziblen Darstellung der Raumgruppe 
sollen jetzt diejenigen herausgegriffen werden, die zu einem bestimmten f-Vektor 
gehören. Ihre Anzahl sei g. Dementsprechend sollen auch nur.diejenigen Symme- 
trieelemente betrachtet werden, die diesen f-Vektor invariant lassen. Sie bilden 


eine Untergruppe der ganzen 
Raumgruppe. Wenn von wi 
48 Matrizen@, gerade r Matrizen 
die Gleichung 
besteht diese Untergruppe 
den rN® Elementen mit diesen 
Matrizen €;. Die q Funktionen 
mit diesen: f-Vektor aus einer 
Darstellung der gesamten 
Gruppe spannen eine q-dimen- 
sionale Darstellung dieser 
Untergruppe auf. Wenn man 
von dieser Darstellung die 
Matrizen der r typischen Ele- 


— 


mente angeben kann, hat man 
sofort alle Matrizen. Denn ein 
beliebiges Potenzprodukt der 


primitiven Translationen 7’, 
T,, T, läßt die Funktion v,(t) 
invariant. Also multiplizieren 
sich bei Anwendungeines Trans- 
lationsoperators alle g Funktionen mit dem gleichen Faktor ei). Den Trans- 
lationen ist demnach in diesen Darstellungen der Untergruppe das ei t)-fache 
der q-dimensionalen Einheitsmatrix zugeordnet. Das Matrizenprodukt dieser 
Matrizen mit denen der typischen Elemente ergibt die Matrizen der anderen 
Symmetrieelemente dieser Untergruppe. 


Abb. 1. Die erste Brillouin-Zone mit den ausge- 
zeichneten Symmetrieachsen, -ebenen und -punkten 
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Im kubischflächenzentrierten Gitter genügt es daher, die’r typischen Elemente 
der Untergruppe eines f-Vektors allein zu betrachten. Sie bilden in diesem Falle 
bereits für sich eine Gruppe. Alle Darstellungen der Untergruppe eines f-Vektors, 
welche von den betrachteten g Funktionen aufgespannt werden, ordnen den typi- 
schen Elementen die Matrizen einer Darstellung dieser Gruppe der Ordnung r zu 
und den anderen Symmetrieelementen der ganzen Untergruppe des f-Vektors 
Vielfache davon. Beim Diamantgitter liegt es im allgemeinen nicht so einfach, weil 
für die meisten f-Vektoren die r typischen Elemente keine Gruppe bilden. Man 
kann sich aber andere Gruppen verschaffen, die auch nur aus r Elementen oder 
einem kleinen Vielfachen davon bestehen und dasselbe leisten. Wie das zu machen 
ist, hängt von den Symmetrieverhältnissen des f-Vektors ab und soll im folgenden 
auseinandergesetzt werden. 


Die einzelnen betrachteten f-Vektoren sollen mit großen lateinischen Buch- 
staben bezeichnet werden. Die Darstellungen ihrer Untergruppen werden durch die 
entsprechenden griechischen Buchstaben gekennzeichnet. Die Buchstaben A bis H 
bezeichnen die f-Vektoren auf gewissen Geraden im f-Raum (vgl. Abb. 1). X,L,M 
bezeichnen f-Vektoren auf Symmetrieebenen. R, S, T und Z bezeichen ausge- 
zeichnete Punkte im f-Raum. In Tabelle 1 sind die im folgenden betrachteten 
t-Vektoren mit ihren Bezeichnungn zusammengestellt und dazu alle typischen 
a a die diese f-Vektoren invariant lassen. Dabei ist zu beachten, 


fa > Die Symmetrieoperationen zu einzelnen {-Vektoren 
Komponenten Typische $ died 
Sembel dan ypise e Symmetrieoperationen, ie den 
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7 0 0 a Ay, Av, Age Man Kz, alle Pix 
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daß zwei f-Vektoren, die sich nur durch einen Summanden += bei allendrei 


Komponenten unterscheiden, als identisch anzusehen sind, da sie bei Durchfiihrung ‘ 
einer der Translationen 7',, 7',, 7’, die gleichen Faktoren bei den Funktionen be- i 
wirken. Alle €-Vektoren, die in Tabelle 1 nicht aufgeführt sind, gehören, wenn sie 
überhaupt irgendeine Symmetrie besitzen, entweder zu dem gleichen Stern wie Fr 
einer der angegebenen Vektoren oder haben die gleiche Symmetrie wie einer der _ 
f-Vektoren, der mit ihnen auf der gleichen Ebene oder Achse liegt in allge- : 
meinerer Lage. 


Wir beginnen mit dem Vektor f = 0 (Punkt Z). Eine Funktion zu f = 0 wird 
von allen Elementen der Raumgruppe in eine Funktion mit dem gleichen f-Vektor | ey 
transformiert. Die Untergruppe dieses f-Vektors ist also die ganze Raumgruppe. — 5 
Funktionen mit f — 0 sind invariant gegenüber den Translationen 7',, 7',, T,. In q 
den Darstellungen, die von diesen Funktionen aufgespannt werden, ts ie abi alle a 
N® Gruppenelemente zum gleichen typischen Element dieselbe Matrix. Die 48 ; 
typischen Elemente selbst bilden im Diamantgitter keine Gruppe, wohl aber ihre — 
48 Matrizen in einer Darstellung der ganzen Raumgruppe, die von Funktionen mit — 
f= 0 aufgespannt wird. Die Gruppe dieser 48 Matrizen ist die bekannte kubisch- Pe > 
holoedrische Gruppe. Die Charaktere ihrer 10 Darstellungen sind in Tabelle 2° 
zusammengestellt. 


Die Untergruppe zu einem f-Vektor in Richtung der tetragonalen Achse 
(Achse A) hat 8typische Elemente. Bildet man die 64 Produkte dieser 8 typischen Yy : 
Elemente, so erhält man außer den typischen Elementen auch noch ihre Produkte 


Tabelle 2 
Die Spuren der typischen Elemente, die den Vektor f = 0 invariant lassen. Punkt Z 


Elemente | | 4, D, | K,| M, | J | JA,| JD, | JK, | JM; 
Anzahl er 8 6 6 1 3 8 ae 

Darstellung | 

1 1 1 1 1 1 1 1 
2 2 — 0 0 2 2 | — © 
a | | 3 |—1 0 | +1 | —1 
| Oo |—1 | | 8 | , +1 
1 1 | 1 
3 2 0 |—2 | -2 0 
3 | Oj} +1 |—1 | -8 
=) 1: | 61° —1 


mit den Translationen 7';1, 7’, und 7,. Eine Funktion, deren f-Vektor die Kom- je hal 
ponenten (0, 0, k,) hat, wird derek T,* nicht verändert. Anwendung der Opera- R 

toren 7’, und 7’, bewirkt einen Faktor e-ik=«, Wenn man also nur die Wirkung der 
Symmetrieoperationen auf Funktionen des betrachteten f-Vektors betrachtet, ist 
T;! mit dem Einheitsoperator identisch und 7’, und 7, mit dem Operator: Multi- 
plizieren mit e-ikz@, Unter den 64 Produkten der in Tabelle 1 angegebenen 8 
typischen Elemente zu diesem f-Vektor tritt dieser Faktor immer bei einem Pro- 
dukt von zwei der letzten vier Elemente auf, bei welchem beide Faktoren mit dem 
Element J zusammengesetzt sind. Wenn man also die vier Elemente JA, JA,, 
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JK, und JK, durch vier andere Operatoren ersetzt, welche an den hitomi 
Venlitianen dieselbe Koordinatentransformation bewirken, sie aber außerdem 


mit dem Faktor ¢? *" multiplizieren, so wird der störende Multiplikationsfaktor 
gerade beseitigt. Die so angeänderten 8 Elemente bilden eine Gruppe, und zwar 
die Diedergruppe. Aus jeder Darstellung dieser Gruppe kann man also leicht eine 
Darstellung der Untergruppe eines f-Vektors in Richtung der z-Achse machen, 
Man erhält die Matrizen der typischen Elemente, indem man die Matrizen der ersten 
vier Elemente der Diedergruppe unverändert übernimmt und die letzten vier mit 


Tabelle 3 
‘Die Spuren der typischen Elemente, die einen f-Vektor parallel zur z-Achse invariant 
lassen. Achse A 


Elemente E A, | JA,,JjA,| JK,, JK; 
i 
Fu 1 1 1 e 
| -—kza -—kza 
Xe 1 | | 
-—kza -—kza 
id 1 1 —| 
Er Xs 2 — 0 0 0 


Genau so kann man vorgehen, wenn f die Richtung der Flächendiagonalen 

hat (Achse F). Man erhält vier eindimensionale Darstellungen, bei denen den 

typischen Elementen die in Ta- 

Tabelle 4 belle 4 angegebenen Zahlen zu- 

Die Spuren der typischen Elemente, die einen redu- geordnet sind. Liegt fin Rich- 

zierten f-Vektor mit den Komponenten (0, k,, k,) tung der Raumdiagonalen, so 

oder (= » ky i, ) invariant lassen. Achse Fund@ bilden die 6 typischen Elemente, 

| die £ invariant lassen, selbst 

Element | E | M,. JA, | JM, eine Gruppe. Die Charaktere 

ihrer Darstellungen sind in 
Tabelle 5 enthalten. 


Darstellung | 


-ik,a -ik 
Pr V1 1 Eine neue Komplikation 
Pos Ya 1 —1 e tritt auf, wenn f die Kompo- 
-ik -ik 
x Vs 1 | nenten (0, 0, =) besitzt (Punkt 
Pu Ya 1 —e 2ni 


T). Da e* eine gegenüber 
allen Translationen der Raumgruppe invariante Funktion ist, hat eine Wellen- 


funktion mit dem f-Vektor (0, 0,— =) denselben reduzierten f-Vektor. Eine 
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kehrt, gehört in diesem Falle also mit zu den typischen Elementen, die den 
reduzierten f-Vektor invariant lassen. Daher umfaßt die Untergruppe dieses 
t-Vektors 16 typische Elemente. Das obige Verfahren, zu gewissen Symmetrie- 
elementen die Multiplikation mit einem Zahlenfaktor hinzuzufügen, reicht in 
diesem Falle nicht aus, um aus Tibet 

diesen 16 Elementen die ent- je Spuren der typischen Elemente, die einen I- 
sprechende Gruppe des kubisch- Vektor in Richtung der Raumdiagonale invariant 
flächenzentrierten Gitters zu lassen. Achse D 

machen. Man findet zum Bei- | E TE 

spiel beim Ausmultiplizieren 
JA, = T, A, J. Die Translation 


T, verursacht bei Funktionen 
des betrachteten f-Vektors & | 


einen Faktor — 1. Im kubisch- 
flichenzentrierten Gitter sind die zu J und A, entsprechenden Elemente ver- 
tauschbar. Durch Multiplikation von A , oder J mit einem Vielfachen der Einheits- 
matrix kann man aber niemals die Vertauschbarkeit aufheben und statt dessen 
das Auftreten eines Faktors —1 bei der Vertauschung erzwingen. Man kann nun 
aber zeigen, daß die betrachteten 16 typischen Elemente bei ihrer Anwendung auf 


Funktionen zum f-Vektor (0, 0, =) gerade die Hälfte einer anderen Gruppe bilden, 
/ 


Unter den 256 Produkten dieser 16 Elemente treten auch die Quadrate (JA ,)? = T,,, 
(JA,)? = T;, (JA,)* = T, auf. Die betrachteten Funktionen sind gegen 7’, inva- 
riant. 7’, und 7’, bewirken die Multiplikation mit einem Faktor—1. Man kann nun 
eine neue Gruppe betrachten, bei der die ersten 16 Elemente genau die gleichen 
Multiplikationsregeln besitzen wie die obigen 16 typischen Elemente, aber das 
Produkt (JA,)? wird dem Einheitselement gleichgesetzt. Die Produkte (JA,)* 
und (JA,)? dagegen werden als ein neues Gruppenelement P aufgefaßt, welches mit 
allen anderen Gruppenelementen vertauschbar ist und dessen Quadrat gleich dem 
Einheitselement ist. Überall, wo bei der Vertauschung der Symmetrieelemente der 
Faktor 7’, oder 7’; auftritt, wird bei der neuen Gruppe das Element P eingesetzt. 
Diese neue Gruppe hat 32 Elemente, nämlich außer den bisherigen 16 Elementen 
noch ihre Produkte mit P. Man kann leicht zeigen, daß ihre irreduziblen Dar- 
stellungen dem neuen Element P entweder die Einheitsmatrix oder die negative 
Einheitsmatrix zuordnen. Bei denjenigen Darstellungen, bei denen das letztere 
das Fall ist, sind offenbar die Matrizen der ersten 16 Elemente der neuen Gruppe 
gleich den Matrizen der 16 typischen Elemente einer Darstellung der Untergruppe 


zum f-Vektor (0, 0, =) . Bei Aufstellung der sämtlichen irreduziblen Darstellungen 


der neuen Gruppe mit 32 Elementen findet man 4 zweidimensionale Darstellungen 
dieser Art. Ihre Spuren sind in Tabelle 6 enthalten. 


Ein solches Verhalten, daß zu einem f-Vektor nur zweidimensionale Dar- 
stellungen vorkommen, kann natürlich nur auftreten, wenn die typischen Elemente, 
die den betrachteten f-Vektor invariant lassen, keine Gruppe bilden. Denn sonst 
muß es stets eine eindimensionale Darstellung geben, nämlich diejenige, die allen 
typischen Elementen die Zahl eins zuordnet. Für manche Zwecke ist es nützlich, 


die 16 typischen Elemente zu dem f-Vektor mit den Komponenten (0, 0,=) 


nicht zu einer Gruppe mit 32 Elementen zu erweitern, sondern nur eine Auswahl 


iteten 
rdem 
aktor 
zWar 
t eine 
chen, 
Tsten 
T mit 
rizen 
ariant 
K; 
“a 
„a 
nalen 
den 
Ta- 
1 Zu- 
Rich- 
1, 80 
ente, 
elbst 
ktere 
1 in 
ation 
mpo- 
unkt 
llen- 
Eine . 
um- 


Annalen der Physik. 6. Folge. Band 13. 1953 


Die Spuren der typischen Elemente, die einen reduzierten f-Vektor mit den Kon 


(0, 0, =) invariant lassen. Punkt 7 


Element | E A, |A,, A,|M,y, M;,|K,,K;| J |JA,|JM,,|J JA, JA, |JK,, JK, 
Darstellg. | | 


2 o jolo o| o 0 | N 
2 210 —2 0.00 010 0 0 
ts 2 2; 0 0 0 0:0 2 ı—2 0 | 0 
17 2 —2 0 0 0 |—2 2 0 0 


von ihnen ins Auge zu fassen, welche für sich eine Gruppe bilden. Das ist der Fall 
bei den 8 Elementen, welche nicht den Faktor J enthalten. Die 8 Matrizen, welche 
in den zweidimensionalen Darstellungen diesen 8 Elementen zugeordnet werden, 
bilden eine Darstellung dieser Gruppe, aber natürlich meist keine irreduzible. 

_ Diese kleinere Gruppe ist mit der Diedergruppe identisch und besitzt 4 eindimen- 
 sionale und eine zweidimensionale irreduzible Darstellung. In Tabelle 6a sind 
ihre Charaktere angegeben sowie die zweidimensionalen Darstellungen, in denen 
sie enthalten sind. 


Tabelle 6a 
Die Charaktere der Darstellungen der Gruppe, welche von der Hälfte der typischen 
Elemente zum Punkt 7 gebildet werden 


I2| A, A, A, | My, Mz, | K.K, | Enthaltenin 
1 1 1 | 1 | 1 n 
1 1 —1 | 1 —1 
1 1 1 —1 Ta 
1 —l 1 
2 —2 0 | 0 0 Tz und % 


Diese beiden Methoden, Hinzufügen von gewissen Multiplikationen zu den typi- 
schen Elementen oder Ergänzung der typischen Elemente zu einer Gruppe des 
doppelten oder mehrfachen Umfanges, reichen aus, um für alle f-Vektoren einige 
Darstellungen der zugehörigen Untergruppen zu finden. Die folgenden Tabellen 
enthalten die Spuren der Matrizen der typischen Elemente für alle £-Vektoren der 
Tabelle 1. Die größte Mühe macht dabei der Punkt R, dessen f-Vektor die Kom- 


ponenten (0, *, a =) besitzt. Bei Funktionen mit diesem f-Vektor bewirken die 


Translationen T. und 7’, einen Faktor + 7. Bei Ergänzung der 8 typischen Ele- 
mente dieses f-Vektors zu einer Gruppe muß man also statt 7’, eine neues, mit den 


Tabelle 7 
_ Die Spuren der typischen Elemente, die einen reduzierten f-Vektor mit den Komponenten 


(0; = a3 3) invariant lassen. Punkt R 


Element | EF | 4A, | Ky K, JA, JA, | JM, 
Darstellung 


0 —l+i —-i 0 | 0 
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Tabelle 8 
Die Spuren der typischen Elemente, die e'nen reduzierten f-Vektor mit den Komponenten 


am, invariant lassen. Punkt S 
2a’ 2a’ 2a 


Element | E M,.| J | ID, J Moy, JM,,J M., 
Darstellung 

0, 1 N 1 1 1 1 

Oo 1 —l 1 1 —1 

2 0 —1 0 

| 1 | 1 

2 0 1 0 


8 Elementen vertauschbares Gruppenelement einfiihren, dessen vierte Potenz das 
Einheitselement ist. Die Gruppe wächst dadurch auf 32 Elemente an. Von ihren 
14 Darstellungen kann man nur aus 

Tabelle 9 


den 2 zweidimensioanlen Dar- 

es reduzierten f-Vektor mit den Komponenten 

das i-fache der Einheitsmatrix zu- > . 3 

ordnen, eine Darstellung der Unter- (= % k, invariant lassen. Achse B 

gruppe zu diesem f-Vektor gewinnen. 

Bei f-Vektoren der Geraden B ist die 

Anwendung beider Methoden zugleich B a 0 0 

notwendig. Die Translationen 7’, und 

T, verursachen bei Funktionen Gmb Vektors einen Faktor + ei&s@, der durch 

—Kıa 
Hinzufügen der Multiplikation mit e® zum Element JA, beseitigt werden kann. 
Die Translation 7’, entspricht der Multiplikation mit —1. An seine Stelle tritt ein 


Element | EB | A, | JA, | JA, 


Tabelle 10 Bear Tabelle 11 

Die Spuren der typischen Ele- : Die Spuren der typischen Elemente, 

mente, die einen reduzierten BEN die einen reduzierten f-Vektor mit 


t-Vektor mit den Komponen- ne at den Komponenten (k,, ky, 0) oder 
ten (be 3° oder k., 4) invariant lassen. Ebene 
(k,, k,, k,) invariant lassen. pee K ind L 
Achse H und Ebene M 
Element | E | JA, 
Element E | JM. Pak Darstellung 
bzw. E 4 
baw. Ay 1 (karky)a 
tay bzw. fy 1 | +1 baw. 2 1 
Kos 2 2 


Xa, bzw. us 1 —1 


neues Gruppenelement, dessen Quadrat die Einheit ist und die 4 typischen Gruppen- 
elemente dieses f-Vektors zu einer Gruppe mit 8 Elementen ergänzt. Man findet in 
diesem Fall nur eine zweidimensionale Darstellung, we ‘Iche dem neuen pe die 
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3. Die Vollständigkeit der gefundenen Darstellungen 


Durch die bisherigen Uberlegungen sind in jedem Fall nur einige Darstellungen 
der Untergruppen einzelner i-Vektoren aufgestellt worden. Es soll nun gezeigt 
werden, daß sich diese Darstellungen zu irreduziblen Darstellungen der ganzen 
Raumgruppe ausbauen lassen und daß auf diese Weise alle irreduziblen Dar- 
stellungen der Raumgruppe erhalten werden. Dazu muß zunächst bewiesen werden, 
daß die gefundenen Darstellungen der Untergruppen einzelner f-Vektoren irredu- 
zibel sind. Das ist nicht selbstverständlich, weil die Gruppen, aus deren Dar- 
stellungen die Matrizen der typischen Elemente entnommen wurden, meist selbst 
gar nicht in den Untergruppen der £-Vektoren enthalten sind. Bei der Methode des 
Hinzufügens einer Multiplikation zu gewissen typischen Gruppenelementen unter- 
scheiden sich die Matrizen der typischen Elemente von denen einer irreduziblen 
Darstellung der abgeänderten Gruppe nur durch die Multiplikation mit einem 
Vielfachen der Einheitsmatrix. Wenn die so gewonnene Darstellung der Unter- 
gruppe eines f-Vektors reduzibel wäre, müßte es eine Matrix M geben, die kein 
Vielfaches der Einheitsmatrix ist und dennoch mit allen Matrizen der Darstellung, 
also auch mit denen der typischen Elemente, vertauschbar ist. Dann aber wäre 
die Matrix M auch mit den Matrizen der abgeänderten Gruppe vertauschbar, 
weil das Hinzufügen eines Vielfachen der Einheitsmatrix an der Vertauschbarkeit 
nichts ändert. Wenn die Darstellung der abgeänderten Gruppe, aus der die Dar- 
stellung der Untergruppe dieses f-Vektors gewonnen wurde, irreduzibel ist, kann 
das nicht auftreten. Bei der Ergänzung der typischen Elemente zu einer Gruppe 
mit Hilfe eines neuen Elementes P und seiner Potenzen sowie seiner Produkte 
mit allen typischen Elementen wurden nur solche Darstellungen verwendet, die 
diesem Element P ein Vielfaches der Einheitsmatrix zuzordnen. Gäbe es also eine 
Matrix M, die mit den Matrizen der typischen Elemente vertauschbar wäre, so 
wäre sie auch mit den Matrizen der anderen, mit P multiplizierten Elemente der er- 
weiterten Gruppe vertauschbar, weil bei denen nur ein Vielfaches der Einheits- 
matrix als Faktor hinzukommt. Da wir nur irreduzible Darstellungen der erwei- 
terten Gruppe verwendet haben, kann das aber nicht vorkommen. Also sind die 
gefundenen Darstellungen der betrachteten Untergruppen zu einzelnen f-Vektoren 
alle irreduzibel. 


Zu einer g-dimensionalen irreduziblen Darstellung der Untergruppe zum Vektor 
f gibt es q Funktionen der Gestalt u,(r) = e' (te) v(t), die bei Anwendung der rN? 
Elemente der Untergruppe in Linearkombinationen dieser q Funktionen trans- 
formiert werden. Nun sei B ein Gruppenelement, welches nicht zu dieser Unter- 
gruppe gehört. Es macht auseiner Funktion u,(r) zum Vektor f eine andere zum 
Vektor f’. Anwendung von B auf alle g Funktionen w,(r) macht aus ihnen neue, 
linear unabhängige Funktionen zum Vektor f’. Multiplikation von B mit allen 
rN® Elementen der Untergruppe ergibt rN* andere Gruppenelemente. Diese 2rN? 
Gruppenelemente umfassen alle, die aus einer Funktion zum Vektor feine Funktion 
zum Vektor f oder f machen. Ist C ein weiteres Gruppenelement, welches nicht 
unter den2r\N® Elementen vorkommt, so muß es f in einen dritten Vektor f” 
transformieren. Es erzeugt aus den q Funktionen u,(r) weitere g Funktionen zum 
Vektor f’’ und ergibt bei Multiplikation mit allen Elementen der Untergruppe zu f 
weitere rN® Elemente der Raumgruppe. So kann man fortfahren, bis die ganze 


48 
Raumgruppe erschöpft ist. Da sie 48 N® Gruppenelemente umfaßt, sind dazu 
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W. Döring u. V. Zehler: 


Schritte nötig. Man erhält insgesamt *°q Funktionen. Aus f entsteht ein Stern 
mit # Vektoren. 
r 


Die Darstellung der ganzen Raumgruppe, die von den so gefundenen 31 a 
Funktionen aufgespannt wird, ist irreduzibel. Denn wenn sie reduzibel wäre, aM 
müßte es möglich sein, aus den sgt Funktionen eine kleinere Anzahl von linear a 


unabhängigen Funktionen zu bilden, die bei Anwendung der Symmetrieoperatio- 
nen der Raumgruppe in sich transformiert werden. Auch diese neuen Linear- : 
kombinationen kann man so wählen, daß in der von ihnen aufgespannten Dar- . 
stellung der Raumgruppe die Matrizen zu den Translationen Diagonalform haben, 
d.h. die neuen Funktionen müssen auch die Gestalt e'“*” v,(t) haben. Eine Linear- 
kombination aus zwei Funktionen dieser Gestalt mit verschiedenen reduzierten 4 
f-Vektoren hat aber sicher nicht diese Form. Also kann jede der neuen Linear- “ 
kombinationen nur aus den q Funktionen zu einem f-Vektor des Sternes gebildet 
sein. Zu jedem f-Vektor des Sternes muß mindestens eine neue Linearkombination 
gehören, denn zu jedem beliebigen Paar von f-Vektoren eines Sternes kann man 
Gruppenelemente angeben, die sie ineinander transformieren. Wenn nun zu dem 
ursprünglichen f-Vektor wieder q von den neuen, linear unabhängigen Linear- 
kombinationen gehören, so machen die anderen Gruppenelemente aus ihnen ins- 


gesamt i Funktionen, wie oben gezeigt wurde. Auch diese sind linear unab- 


hängig, wenn die g Funktionen zum ersten f-Vektor es sind. Dann ist also die 
Zahl der neuen Funktionen nicht kleiner als die der alten, im Gegensatz zur An- 
nahme. Ist die Zahl der neuen Linearkombinationen, die zum ursprünglichen f- 
Vektor gehören, kleiner als g, so müssen alle Elemente der Untergruppe dieses f- 
Vektors diese Funktionen in sich transformieren, weil sie den £-Vektor invariant 
lassen. Dann war also die von den ursprünglichen qg Funktionen aufgespannte 
Darstellung der Untergruppe nicht irreduzibel, im Gegensatz zur Annahme. Also 
entstehen aus q Funktionen, die eine irreduzible Darstellung der Untergruppe eines 


t-Vektors aufspannen, in der geschilderte Weise = -q Funktionen, welche eine 
irreduzible Darstellung der ganzen Raumgruppe erzeugen. 


Nun ist es leicht, abzuzählen, daß auf diese Weise alle irreduziblen Darstellungen 


erhalten werden, indem man zeigt, daß die Summe der Quadrate der Dimensionen 7. 
aller gefundenen Darstellungen gleich der Anzahl der Gruppenelemente ist, in die- q 
sem Falle also gleich 48 N®. Man zählt an den angegebenen Tabellen leicht nach, Be; 


daß bei den gefundenen Darstellungen der Untergruppen einzelner f-Vektoren die 
Summe der Quadrate ihrer Dimensionen stets gleich der Anzahl r der typischen de. 
Elemente dieser Untergruppe ist. Man hat dazu nur die Quadrate der Spuren a 
zn der dem Einheitselement zugeordneten Matrizen zu bilden. Es gilt also 


2 
= = =". (4) 
Darstellungen 
einer Untergruppe 


Die aus diesen Darstellungen der Untergruppe gebildeten Darstellungen der ganzen 
Gruppe haben also zusammen eine Quadratsumme ihrer Dimensionszahlen der 
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Darstellungen 


Diese irreduziblen Darstellungen gehören zu einem Stern, welchem der ursprüng- 


liche f-Vektor angehört, und welcher insgesamt x verschiedene reduzierte f- 


Vektoren umfaßt. Man sieht also, daß die obige Summe gerade 48 mal so groß ist 
als die Zahl der k-Vektoren des zugehörigen Sternes. Es ist schwer, abzuzählen, 
wieviel verschiedene Sterne es gibt. Die Zahl der reduzierten f-Vektoren insge- 
samt ist aber gerade N®. Bildet man also von dem obigen Ausdruck (5) noch die 
Summe über alle Sterne, so erhält man 48 mal der Anzahl der verschiedenen redu- 
zierten f-Vektoren, also 48 N°, was mit der Anzahl der Elemente der Raumgruppe 
identisch ist. Also erhält man auf diese Weise alle irreduziblen Darstellungen der 
Raumgruppe. 


4. Die Verträglichkeitsbedingungen 


Aus den angegebenen Spuren der typischen Elemente in den Darstellungen der 
Untergruppen einzelner f-Vektoren kann man genauso wie in der Arbeit von 
Bouckaert, Smoluchowski und Wigner ablesen, wie die verschiedenen Elek- 
tronenbänder zusammenhängen können. Man nutzt dabei die Tatsache aus, daß 
die Wellenfunktionen und ihre Eigenwerte stetige Funktionen von f sind. Zum 
Beispiel ändert sich die Darstellung «,, zu welcher die Wellenfunktion eines Elektro- 
nenbandes mit einem £-Vektor parallel zur z-Achse gehört, bei Änderung des Be- 
trages von f nicht. Läßt man f = 0 werden, so geht diese Wellenfunktion in eine 
Funktion einer solchen Darstellung g; über, welche die Darstellung x, enthält. 
Um festzustellen, wann das der Fall ist, greift man aus den typischen Elementen 
zum Punkte Z diejenigen heraus, die auch die f-Vektoren der A-Achse invariant 
lassen. Die Spuren der Matrizen dieser Elemente in der Darstellung 9, müssen 
sich als Linearkombination der Spuren der entsprechenden Matrizen der in 9; 
enthaltenen Darstellungen x, darstellen lassen. In den folgenden Tabellen ist in 


Tabelle 12 
Die Verträglichkeit der Darstellungen zum Punkt Z mit denen auf den angrenzenden 
Achsen A,F,D 


Die Darstellung | | i | | 


>4 55 


ist x | Op Og, | Xo, Xs | Oy, 
vertraglich ö, Os | da, ds | Os | dba, dy | dy 
mit % Pı PrP2 PrPaPs PaPa 
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diesem Sinne die Verträglichkeit der Darstellungen zu ausgezeichneten Punkten 
im t-Raum mit denen zu den angrenzenden Achsen angegeben sowie die Verträg- 
liehkeit der Darstellungen zu den Achsen mit denen zu den Ebenen, die sich auf 


den Achsen schneiden. Die Achse B ist 
dabei fortgelassen. Da sie im Diamant- 
gitter nur eine zweidimensionale Dar- 
stellung besitzt, ist diese mit jeder Dar- 
stellung der angrenzenden Punkte 7 und 
R (baw. in Abb. 1 der zu T und R gleich- 
wertigen Punkte) verträglich. Die beiden 
Ebenen, die sich in B schneiden, besitzen 


Tabelle 14 


Die Verträglichkeit der Darstellungen zur 
Achse D mit denen zu der Ebene M 


Die Darstellung 4 | 4, dg 


ist vertraglich mit | My | My 


My Ha 


jeweils zwei Darstellungen, die immer beide in der Darstellung zu B enthalten sind. 
Desgleichen sind die beiden Darstellungen zum Punkt R stets mit den beiden Dar- 
stellungen zur Geraden H verträglich. Da in den Punkten T und R sowie auf der 


Achse B nur zweidimensionale 
Darstellungen der zugehörigen 
Untergruppe vorhanden sind, müs- 
sen an diesen Stellen des f-Raumes 


Tabelle 15 


Die Verträglichkeit der Darstellungen zur Achse 
F mit denen zu den Ebenen M und K 


stets zwei Elektronenbänder zu- 


Die Darstellung | 


9 | % | | 9 


sammenhängen. Alle Elektronen- 
bänder in einem Gitter mit der 
Symmetrie des Diamants hängen 
also paarweise zusammen. Daraus 
folgt, daß ein Gitter mit Diamant- 
struktur aus einem Element mit 


ist verträglich 


| Ma Ma 


Tabelle 16 


Die Verträglichkeit der Darstellungen zum Punkt 
T mit denen zu den Achsen A und G 


ungerader Ordnungszahl kein Iso- 
lator sein kann. Wegen des Pauli- 


Die Darstellung Ty 


prinzipes ist nämlich die Maximal- 
zahl der Elektronen in einem Band 
doppelt so groß als die Zahl der 
Elementarzellen. Dabei ist unter 
einer Elementarzelle das Parallel- 
epiped verstanden, welches von 


ist verträglich 
mit Va» Ya 


Oo, Xy Xs | Os 
Y2> Ys | 


V 


Y» Ya Yv Ya 


Tabelle 17 


Die Verträglichkeit der Darstellungen zur Achse 
G mit denen zu den Ebenen M und L 


den Translationsvektoren zu den 
primitiven Translationen 7',, 


Die Darstellung | 7, 


T, aufgespannt wird. Im Diamant 
liegen darin zwei Atome. Die 
Elektronenzahl pro Elementar- 


ist verträglich A 
mit My 


zelle ist also gleich der doppelten Ordnungszahl. Wenn alle Bänder entweder 
vollständig oder gar nicht: mit Elektronen besetzt sind, ist demnach die Zahl 


Tabelle 


Die V erträglichkeit der Darstellungen zum S mit 
x Darstellungen zu den Achsen D und H 


Die Darstellung | 0, 0, 


ist verträglich 4, 
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der besetzten Bänder gleich der Ordnungszahl. Bei ungerader Ordnungssehl 
muß also das oberste Band ohne energetische Lücke an ein unbesetztes Band 
anschließen. Es gibt in der Natur keine Elemente ungerader Ordnungszahl mit 
einem Gitter von Diamantstruktur. Daher ist dieses Ergebnis physikalisch be- 
deutungslos. Es ist aber doch interessant, daß überhaupt Schlüsse dieser Art aus 

= gruppentheoretischen Uberlegungen gezogen werden kénnen. 
x Gießen, Institut für theor. Physik der Justus- -Liebig- Hochschule. 
(Bei der Redaktion eingegangen am 16. Marz 1953.) 
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Die Berechnung der Energiebänder 
im Diamantkristall‘) 


Von V.Zehler 


(Mit 6 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Es sollen die Ergebnisse der vorangehenden Arbeit?) verwertet werden bei der 
Berechnung der Energiebänder nach der Zellenmethode von Wigner und Seitz°)*) 
bzw. Slater°)®) und nach dem Variationsverfahren. Im ersten Fall wird der 
Kristall in E ementarzellen zerlegt, so daß jeweils ein Atom von einer Zelle um- 
schlossen wird. Die Schrödinger-Gleichung wird innerhalb einer solchen Zelle 
durch Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen angenähert gelöst. Dabei läßt 

sich auf Grund gruppentheoretischer Überlegungen die Zahl der zu verwendenden 

Funktionen von vornherein beträchtlich vermindern, wodurch der Rechenauf- 

wand verringert wird. Der sich nach dieser Methode ergebende Wert für die 
Breite des unteren besetzten Bandes ist mit 18,5 eV in guter Übereinstimmung 
mit dem bei Chalklin?) angegebenen Wert von 16 +2 eV. Dagegen weicht die 
Breite der Isolatorlücke stark von der Erfahrung ab. Bessere Übereinstimmung 
wird hier mit dem Variationsverfahren erhalten. Dabei wird die Elektroneneigen- 
funktion in eine dreidimensionale Fourier-Reihe mit unbestimmten Koeffi- 
zienten entwickelt und letztere so bestimmt, daß die zugehörige Energie zum Mini- 
mum wird. Auch dabei können mittels gruppentheoretischer Untersuchungen eine 
große Anzahl von Gliedern von vornherein weggelassen werden. Für die Differenz 
der die Isolatorlücke — Energiewerte = sich dabei ein Wert von 


Die Aufgabe, die Energiebänder in Festkörpern zu berechnen, ist damit identisch, 
eine Lösung der Schrödinger-Gleichung zu finden; diese lautet in atomaren 
Einheiten: 

—Au+2Vu=2Eu. (1) 


1. Erklärung des Verfahrens 


1) Dissertation, Gießen; vorgetragen auf dem Deutschen Physikertag Berlin 1952. 
2) W. Döring u. V. Zehler, Ann. Physik (6) 13, 214 (1953). 
) E, Wigner u. F. Seitz, Physic. Rev. 48, 804 (1933). 

) E. Wigner u. F. Seitz, Physic. Rev. 46, 508 (1934). 
5 J.C. Slater, Physic. Rev. 45, 794 (1934). 
*) J.C. Slater, Rev. mod. Physics 6, 209 (1934). 1 ts 
*) F.C. Chalklin, Proc. Roy. Soc. London (A) 194, 42 (1948). : 
$) z.B. F. Seitz, The modern Theory of Solids, New York u. London 1940. 
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(Die Langeneinheit ist hierbei der 1. Bohrsche Radius a, = A?/me? = 0,529 - 10-8em: 
die Energieeinheit die doppelte Ionisierungsarbeit des Wasserstoffs — e?/a,, ent- 
sprechend 27,05 eV.) 

Bei der angenäherten Integration dieser Gleichung nach der Zellenmethode 
nach Wigner und Seitz*)*) bzw, Slater>)*) wird der Gesamtkristall in Zellen 
zerlegt. Eine Zelle enthält alle Punkte, welche von einem Atomkern einen gerin- 
geren Abstand haben als von allen anderen. Legen wir den Koordinatenursprung 
in einen beliebigen Atomkern, so kann man die zu den anderen Atomkernen 


führenden Vektoren in der Form schreiben R = R, + dR, = (( + Na, 


(m— (n-3)a) *). Dabei ist a die halbe Gitterkonstante. 1, m, n sind 


irgendwelche ganzen Zahlen mit gerader Summe, während 6 nur der Werte 0 oder 1 
fähig ist. Es gibt also offenbar die gleiche Anzahl von Vektoren mit ö = 0 wie 
mit ö= 1. Verschiebt man das Gitter in solcher Weise parallel zu sich selbst, 
daß der Ursprung in den Punkt R, übergeht, so geht das gesamte Gitter in sich 
über: Daher bezeichnen wir alle Atome mit Ortsvektoren von der Form X, als 
translatorisch identisch mit dem Ursprung. 
Nach Bloch!) kann man eine Lösung von Gl. (1) mit periodischem Potential 
stets in der Form schreiben: 
u (vt) = (2) 


Den Vektor f bezeichnet man als Ausbreitungsvektor ; 
Gitters, das heißt, es gilt: 


v(t) hat die Periode des 


v(t) = v(t + (3) 


Man sieht leicht ein, daß man mit einer Lösung von (1) im Innern einer Elementar- 
zelle bereits Lösungen in sämtlichen anderen, mit dieser translatorisch identischen 
besitzt, denn aus Gl. (2) und (3) folgt: 


u(t + = ef ER) (x). (3a) 


Es genügt daher, « (t) zu berechnen in den beiden Elementarzellen um den Null- 
punkt sowie um den Punkt mit dem Ortsvektor R,: Alle anderen Zellen sind mit 
der einen oder anderen translatorisch identisch. 

Die Elementarzelle wird begrenzt durch diejenigen Ebenen, die auf den Ver- 
bindungsgeraden eines Atomkerns mit seinen nächsten und übernächsten Nachbarn 
senkrecht stehen und diese halbieren. Beim Diamantgitter ergibt sich auf diese 
Weise ein Tetraeder mit abgeschrägten Spitzen, ein „Stumpftetraeder‘“‘. Es ist 
in Abb. 1 dargestellt. Abb. 1a veranschaulicht seine räumliche Lage im Gitter. 

Um die Schrödinger-Gleichung in Polarkoordinaten o, ® und @ separieren 
zu können, müssen wir V als kugelsymmetrisch um den Mittelpunkt einer jeden 
Zelle annehmen. Diese Annahme erscheint im Falle des Diamants wegen der 
starken Abweichung der Elementarzelle von der Kugelsymmetrie als zu grob. 
Wir werden jedoch sehen, (Kap. I,7), daß der davon herrührende Fehler kaum ins 
Gewicht fallen dürfte. 


®) Ebensogut könnte R, natürlich auch die Komponenten 2 — (+1,+1, + 1) hab haben. 


ae 1) F, Bloch, Z. Physik 52, 555 (1928). 
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Im Innern der Elementarzelle um den Kern im Ursprung kénnen wir u ent- 


wickeln 
u(t) = Am Y™ (9,9) (E, 0). (4) 


Dabei sind die Y” die Kugelflächenfunktionen und die R, die Lösungen des Radial- 
anteiles von Gl. (1) mit der Energie 2. In der benachbarten Elementarzelle, deren 
Mittelpunkt den Ortsvektor R, 
hat, machen wir den gleichen 
zienten Aj»; @ mißt hier den Ab- 
stand vom Punkt R,. Die vom 
freien Atom her geläufige Rand- 
bedingung des Verschwindens im 
Unendlichen wird jetzt ersetzt 
durch die Forderung des stetigen 
Anschlusses beider Funktionen 
aneinander. Dadurch werden 
Am; Aim und E bestimmt. Da 
wir mit einer endlichen Glieder- 
zahl in Gl. (4) diese Randbedin- 
gung natürlich nicht in allen 
Punkten der Zellenoberfläche 
befriedigen können und ferner 
beim Diamantgitter V vermut- 
lich von der Kugelsymmetrie ab- 
weicht, leuchtet es ein, daß man Ätb. 1. Das Stumpftetraeder, die Elementarzelle 
mit dieser Methode in jedem des Diamantgitters 

Falle nur eine Näherungslösung 

erhalten kann. 

Auf diesen Überlegungen fußen die Arbeiten von Hund und Mrowka sowie 
Kimball"). Sie verwendeten in (4) nur Funktionen mit 1 = 0 und !=1. Der 
Versuch, die Anzahl der Glieder zu erhöhen und damit die Genauigkeit zu steigern, 
stößt auf sehr große Schwierig- a 
keiten. Um dennoch weiter- 
zukommen, sollen die in der Bla ie 
vorangehenden Arbeit*) be- 
reitgestellten Hilfsmittel aus- 
genutzt werden, in ahnlicher 
Weise, wie dies von der Lage 
und Bethe") im Falle des 
raumzentrierten Gitters bei 
Na getan haben. 


u) F. Hund, B. Mrowka, 
Ber. Sächs. Akad. Wiss., math.- 
phys. Kl. 87, 185 (1935);. G. E. 
Kimball, J. chem. Physics 3, 
560 (1935). 

2) F. C. von der Lage, 
H. A. Bethe, Physic. Rev. 71, Abb. la. Die Lage des Stumpftetraeders im Gitter- 
612 (1947). verband 
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Die Rechnung soll nur für zwei spezielle £-Vektoren besonders hoher Symmetrie 


durchgeführt werden, nämlich die Vektoren f = (0,0,0) und t=(0, 0, =): In 


diesen Fällen können wir von vornherein eine große Anzahl von Beziehungen 
zwischen den A,, und A}, angeben, denn jede Wellenfunktion u(r) kann so ge- 
wählt werden, daß sie sich einer irreduziblen Darstellung der Untergruppe ihres 
f-Vektors zuordnen läßt. Um diese Zuordnung festzustellen, hat man nur die 
Operationen der typischen Elemente der Untergruppe ihres f-Vektors auf sie anzu- 
wenden. Die Spuren der sich dabei ergebenden Darstellungensmatrizen sind in 
den Tabellen 2 bis 11 der vorangehenden Arbeit?) niedergelegt. Diejenigen typi- 
schen Elemente, die nicht mit der Operation J, der Inversion am Punkt (+ 7? + . + 

verkniipft sind, lassen 9 invariant und transformieren eine Kugelflächenfunktion 
Y?* in eine andere mit gleichem Index /. Daraus folgen Beziehungen zwischen den 
Koeffizienten A,, mit gleichem / und verschiedenem m. Diejenigen typischen 
Symmetrieelemente, welche dagegen den Faktor J enthalten, überführen einen 
Punkt im Abstand o vom Ursprung in einen Punkt mit dem gleichen Abstand vom 
Mittelpunkt einer unmittelbar benachbarten, mit der ersten nicht translatorisch 
identischen Zelle. Der Index ! der Kugelflächenfunktionen bleibt auch hier un- 
verändert: Daraus folgen Beziehungen zwischen den Koeffizienten A,, und A),, 

Wir werden daher zunächst die Kugelflächenfunktionen in der Weise geeignet zu 
Linearkombinationen zusammenfassen, daß sie sich nach Maßgabe bestimmter 
irreduzibler Darstellungen transformieren. 

Wir hatten schon gesehen, daß wir die Randbedingungen nur in endlich vielen 
Punkten der Zellenoberfläche befriedigen können. Die Auswahl dieser Punkte und 
die Güte der dabei zu erzielenden Näherung werden wir mit der ,,Leergitterprobe“ 
(empty-lattice-test), von Shockley'®) untersuchen. Dabei wird das Potential 
V(r) in GI. (1) ersetzt durch das konstante Potential V = 0. Für diesen Fall sind 
Eigenfunktionen und Eigenwerte von (1) exakt bekannt. Wir können daher 

letztere mit den nach dem Näherungsverfahren erhaltenen vergleichen. 


Um die Kugelflächenfunktionen auf ihre Transformationseigenschaften 
untersuchen, haben wir zunächst, wie wir gesehen hatten, die mit J verknüpften 
typischen Elemente fortzulassen und die Darstellungen gegebenenfalls zu ändern. 
Speziell ergibt sich dabei für den Vektor f = 0 (Tabelle 2 der vorigen Arbeit), daß 
die Darstellungen ¢, mit den Darstellungen {, (vy = 1... 5) zusammenfallen. 

Ferner müssen die Kugelflächenfunktionen geeignet zu Linearkombinationen 
zusammengefaßt werden. Von der Lage und Bethe‘) haben solche Funktionen, 
die „Kubisch-Harmonischen‘‘ Funktionen aufgestellt und nach Typen für das 
raumzentrierte Gitter geordnet. Die nachfolgenden Tabellen sollen die Kubisch- 


Harmonischen Funktionen K, ,, (—, 2 : =) nach Darstellungstypen des Diamant- 


\ 
o 


gitters geordnet zeigen. Dabei sollen im folgenden, um eine bequemere Schreib- 
weise zu ermöglichen, die zum Punkt Z des f-Raumes (f = 0) gehörigen Darstel- 
lungen abweichend von der vorigen Arbeit mit x bis e und x’ bis e’, die zum Punkt T 


(t = (0, 0, =)) gehörigen Darstellungen jetzt mit A bis £ bezeichnet werden. Will 


8) W. Shockley, Physic. Rev. 52, 866 (1987, 
1 | 
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Funktionen si ind 


steht für x/0, y/e, 


a-Type: 


B-Type: 


y-Type: 


Type"): 


4) Für die 3-fach entarteten ö und e-Typen folgen die 
durch zyklische Vertauschung der Koordinaten. 


(Yaı 


(O4)z 
(95): 
(06): 


monischen Funktionen nach Symmetrietypen für f = 0 geordnet. Alle 
auf 42 normiert. Die Faktoren o~' sind fortgelassen, das heißt x, y, z 
z/o. Funktionen in eckigen Klammern stehen für Funktionen mit weg- 


= V3-.5-7 x-y-z 
3-11-7 
2. 2 y2 22 
2-18 (2 + 55 0? 105° e*) = 


Tabelle 1 


3. 67. 13 (4 (y? — 2?) + y* (2? — x?) 


(at (y? — 22) + y4 (22 — 2?) 


4 

+ 24 (2? — y*)) 
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rhe’) 


15 » 


——V2-3-7-13 (= —y— 2 — 
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Tabelle 2 
Die Kubisch-Harmonischen Funktionen für f = (00, = 
a 


= (4): 
= (€): 
= (&) 
= (&): 
(sh = (es): 
(As)s = 
= 
= (Codes 


mu 


Du pn 


Dahn = [, = 


E)aloe = (Oye; S)alev 
[ = 


E)slox = (€5)ox3 loy 


(€sre3 = 


‘ geordnet nach Darstellungstypen 
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(Fortsetzung von Tabelle 2) 
Hole = (Os)e3 Es) = 


Hslız = ( [(% = 
= [(% el, = 


S)elsx = [(% = (Se)y 


man die Kubisch-Harmonischen Funktionen für den Vektor f = (0, 0, 2) auf- 


stellen, so darf man nach dem oben gesagten wieder nur diejenigen Operationen be- = 


trachten, die nicht mit der Inversion J verknüpft sind. Dabei spalten die vier, a 
zum Punkte f = (0, 0, =) gehörigen zweidimensionalen Darstellungen (s. Tabelle 6 = 
der vorigen Arbeit) auf in vier eindimensionale und eine zweidimensionale (s. Tab. 6a a 
der vorigen Arbeit?)). Die zugehörigen Funktionen sollen durch Uberstreichen “8 
gekennzeichnet werden: So gehören zu Darstellung A die Funktionen des Typs a f 
ypen und A, bzw. zu u die Funktionen ji und u . Dagegen fallen die Darstellungen » und & = 
zusammen, und die zweifache Entartung wird nicht aufgehoben. Bei A und u tritt Be 
die zweifache Entartung also nur auf beim Übergang von der Zelle mit dem Ur- a 
sprung als Mittelpunkt in die nicht translatorisch identische Nachbarzelle. Es liegt = 
daher nahe, beim Ansatz gem. Gl. (4) in der einen Zelle nur die Funktionen des u 
einen, durch Überstreichen gekennzeichneten Typs und in der Nachbarzelle nur a 
Funktionen des anderen, durch zweifaches Uberstreichen gekennzeichneten Typs x 
zu verwenden. 2 
3. Die Randbedingungen an der Zellenoberfläche . 
Wir haben nun die Aufgabe, die den einzelnen Darstellungstypen entsprechen- = 
den Funktionen in Gl. (4) einzusetzen und festzustellen, fiir welche Energiewerte a 
E sich die Randbedingungen befriedigen lassen. Wie wir schon gesehen hatten, - 4 
kann das nicht auf der gesamten Zellenoberfläche geschehen, sondern nur in einigen oa 
Punkten. Die Lage dieser Punkte steht zunächst noch offen. Wir folgen dem Vor- <a 
gehen von von der Lage und Bethe?) beim raumzentrierten Gitter und fordern ; Li 


möglichst gute Übereinstimmung der Funktionen in zwei Nachbarzellen auf dem 

Spurkreis, in welchem eine Kugel gleichen Volumens und Schwerpunktes wie das Ä 
Stumpftetraeder eine seiner Sechseckflächen schneidet. Dazu ist es zweckmäßig, a 
die Kubisch-Harmonischen Funktionen in Zylinderkoordinaten £, r und x umzu- 4 
schreiben. Die &-Achse zählt dabei in Richtung der Raumdiagonalen 1,— 1,—1, a 
r mißt den senkrechten Abstand von dieser Achse und x in positivem Drehsinn den ae 
Winkel um diese Achse. Die Ebene x = 0 wird festgelegt durch die &-Achse und 

zwei weitere Punkte mit gleicher £ und z-Koordinate. Die in Tabelle 1 zusammen- 


gestellten Polynome Z, „ (x, 4,2) = K,. (= werden dabei zu Fourier- 
Reihen in « transformiert, deren Koeffizienten ' homogene Polynome in & 
und r der Ordnung / sind. Aus Gl. (4) folgt dann: 


Ri (8,0) y 
u(t) = Aim Limn (6 7) sin nx 


Wir hatten die Gitterkonstante gleich 2a‘) gesetzt (s. 8. 230), dann ist das ae 
Volumen des Stumpftetraeders gleich a*. Damit ergibt sich für den Radius der 


15) 2a = 3,56 - 10-8 cm = 6,73 atomare Einheiten; s. R. Glocker, Materialpriifung 
mit Röntgenstrahlen, Berlin 1927. 


= a 
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Kugel gleichen Volumens der Wert: &= a® | > = a - 0,62035 = 2,087 


Bi atomare Einheiten. Die auf der &-Achse senkrecht stehende Sechseckfläche wird 
Sn von dieser durchstoßen im Punkte (.-5:-3)- Daher ist die gesamte 
aH Ebene festgelegt dirch die -Koordinate &, = + V3 = a-0,4330 = 1,457 atomare 
E Einheiten. Der Radius des Spurkreises errechnet sich zu r= Vo—& = 
ql a » 0,4442 — 1,495 atomare Einheiten. Diese Werte in (5) eingesetzt ergeben die 
Sn Funktion u auf dem Spurkreis in Abhängigkeit von x. Die Randbedingungen 
BR sollen nun nicht in einzelnen Punkten erfüllt werden, sondern wir fordern stetigen 
: Seal Ubergang der sin- bzw. cos-Glieder und deren Ableitungen. Wir werden das bei 
a: der Besprechung der einzelnen Typen noch näher ausführen. 
4. Die Leergitterprobe 
2) Br Um eine Übersicht zu erhalten, wie gut die mit dieser Methode erzielten Er- 
gebnisse sind, wenden wir die Leergitterprobe'*) an. Zu diesem Zweck wird die 
4 potentielle Energie V gleich null gesetzt. Gl. (1) geht dabei über in die Differential- 
Be. gleichung des freien Elektrons, deren Lösungen exakt bekannt sind; sie sind von 
a’ der Form: 
- u(r) = et (tr) (6) 
Pr. i mit den Bezeichnungen von GI. (2). Wir kennen dann die zu dieser Funktion ge- 
=. hörigen Eigenwerte, sie errechnen sich in elementarer Weise in atomaren Einheitenzu 

(7) 
ae und vergleichen sie mit den nach der Zellenmethode näherungsweise erhaltenen. 
TU Der Radialanteil R,(E,o) in Gl. (5) gehorcht der Differentialgleichung 
er Für V = 0 ist die Lös Vv 11) exakt angebbar: b oacln 

Re Dabei ist J;., die Besselsche Funktion der Ordnung ! + -, die sich wie folgt 
Pe in trigonometrischen Funktionen ausdrückt: 

x Die Leergitterprobe soll zunächst mit vier Funktionen pro Elementarzelle durch- 
a gefiihrt werden, wie dies Hund und Mrowka") im Falle des nicht verschwindenden 
=. Potentials getan haben. Das Ergebnis dieser Rechnung zeigt die Abb. 2. Hier 
er wird der exakte Verlauf der Energie E in Abhängigkeit von in der Richtung 
er (0,0, k,) mit dem nach dem Verfahren von Slater erhaltenen verglichen. Dabei 
2 7 sollen im folgenden zwei f-Vektoren, die sich nur durch einen Summanden + = 


a 16) S. z. B. W. Magnus, F. Oberhettinger, Formeln und Sätze für die speziellen 
Net Se Funktionen der Mathematischen Physik; 2. Auflage Berlin 1948. 
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bei allen drei Komponenten unterscheiden, stets als identisch betrachtet werden, 
derjenige mit dem kleinsten absoluten Betrage wird als der „reduzierte f-Vektor 
bezeichnet. Für den Grundzustand ergibt sich bei beiden Methoden die gleiche 
> ist die Angabe eines 
Fehlers nicht mehr sinnvoll, weil hier eigenartigerweise eine Lücke auftritt, und 
die Näherung zu stark von den ae 


Energie. Bei k, = = beträgt der Fehler 8%. Bei k, = 


Um feststellen zu können, wel- 
chen Typen die einzelnen Energie- 
werte in Abb. 2 zugehören, sind 
in den beiden folgenden Tabellen 
die Eigenfunktionen des freien 
Elektrons für den reduzierten 
Wellenvektor f = (0,0,0) und f = 


(0, 0, =) nach Typen geordnet zu- 


sammengestellt. 

Damit ergibt sich der in der 
folgenden Abbildung eingezeich- 
nete Verlauf der Energie in Ab- 
hängigkeit vom reduzierten Wellen- 
vektor f = (0,0,%k,). Dabei sind 
die einzelnen Energiewerte mit- 
einander entarteter Typen ge- 
trennt gezeichnet. Welche Typen 


für O<k,< = an die Energie- m 


werte im Zentrum bzw. am Rande 2. der Energie = freien 
der Brillouin-Zone anschließen, Elektrons in Abhängigkeit von fin der Richtung 
ich, der: Var- (0,0, k,) (ausgezogen) mit dem nach der Methode 

A ee 6 von Slater bei Verwendung von je vier Funk- 
träglichkeitsbedingungen””) zum tionen pro Elementarzelle erhaltenen Verlauf 
Teil festlegen. Ein weiteres (gestrichelt) 


Hilfsmittel ist Tabelle 3 und 4: 


So ist zum Beispiel zu vermuten, daß an die A-Type mit den Funktionen cos —x 
a 
cosy und sin—-x sin =? bei k, = 0 über die ¢-Type die Funktion 
= cos — x cos — y cos —z + sin — x sin— y sin —z und nicht die Funktion 
a a a a a a 


& = cos — x sin— y sin — z + sin xcos— ycos— 2 anschlieBt. Ungeklart 


bleibt lediglich das Einmünden der zwei x-Typen in e und e’. Diese letzten 
Überlegungen sind jedoch nicht wesentlich für das folgende. 


Hebt man nun die Entartungen zwischen k, = 0 und k, = = innerhalb der 


Typen ¢, # und x auf, dann ergibt sich die folgende Abbildung. Wie man an dieser 


*) Siehe vorangehende Arbeit), Tabelle 12—18. Die zu den Darstellungen «,—x, 
gehörigen Funktionen sollen hier allerdings in Fortführung der angefangenen Bezeich- 
nungsweise mit C—x gekennzeichnet werden. 
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vektor f = (0, 0, 0) nach 


2 | Type | 


Funktion 


x 


x 


1 
— x cos — y cos —z + sin — x sin — y sin —z 
a a a a a a 


x cos — y cos — z — sin — x sin — y sin— 2 

a a a a a 

x sin— y sin—z-+ sin— x cos— y cos— 2; 
a a a a a 

x cos— y sin — z+ cos— x sin— y cos — 2; 
a a a a a 


x sin— y cos —2 + cos— x cos— y sın — 2 
a a a a a 


x sin— y sin— z — sin — x cos — y cos —2; 
a a a a a 


Ja ala sla ala sla aja 


% C08 — y SIN— 2 — COS — x SIN— Y COS -— 2; 
a a a a a 


a a 


22 
cos + cos + 008% 


(V1), + (V/1), 000°” (Vi), cos =; 
cos y+ (Vi), cos = « 


27 2x 2 22 22 
sin — x sin y; sin ysin— 2; sin z sin x 
a a a 


22% 22 22 22 
cos — x cos-— y + cos — y cos — z 
a a a a 
/ = © y+ cos — y cos — z 
a a’ a’ a 


2n 2x 
+ 2008 %; 


(/1), cos y+ (Vi 008 y cos 


22 


2 2 


27 2x on 22 
sin — y cos — z + sin — y cos — x 
a a a a 


9 9 9 


sin — 2 C0O8— x + SIN — 2 cos— y 
a a a a AR 
® 3 


qual 


ab. 
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Tabelle 3 (Fortsetzung) 


# | Type | 


Funktion 


2% 2 


=| 


qualitativen Darstellung erkennt, spalten nach unten gerade vier Energiebänder 
ab. Das ist in Übereinstimmung mit der Erfahrung, wonach gerade vier Elektronen 


Aa 

u 

é 
a 
€ 

a 


oe 
4 
/ 
4 
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Ria ky 


Abb. 3. E(t) in k,-Richtung für das freie 

Elektron im Diamantgitter, halbschema- 

tisch, nach höheren Energien unvollständig. 

(£-Type: ausgezogen; #-Type: gestrichelt; 

x-Type: wegen der zweifachen Entartung 
doppelt 


Die angenäherte Berechnung der Energiewerte für k, = 0 und k, = = nach 


der Zellenmethode ergibt im einzelnen: 


k, = 0: «-Type. Die Leergitterprobe ist für den Grundzustand nicht anwend- 
bar, weil hier die Schrödinger-Gleichung durch u = const gelöst wird. Mac a 


en 
* BIN — x cos — y — sin — 7 cos — 2 
a a a a 


| 

2x 22 2% 
sin — y cos — z — sin — y 008 — x 

| a a a 


> 


2n 


pro Atom in einem abgeschlossenen 
Band untergebracht werden müssen, 
an das dann nach oben die Isolator- 
lücke anschließt. 


~ 


Kia k; 


Abb. 4. Verlauf von E(f) in &,-Richtung 
fiir das nahezu freie Elektron im Diamant- 
gitter nach Aufhebung der Entartungen 


bei &, +0 und = in übertriebener Dar- 
stellung. (Typenbezeichnung wie in Abb. 3) 
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Tabelle 4 
Die Eigenfunktionen des freien Elektrons im Diamantgitter mit dem reduzierten Wellen. 


vektor £= (0,0, 7) nach T pen geordnet 
y g 


Funktion 


sin — z 
a 
008 cos—y; sin — x sin — y 
a a a a 


cos — xsin — 
a a 


a a 
cos — z+ sin —2 
a 
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n 2 
z— sin — sin tr sin y 
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» 
- 


cos — 2 cos — x cos — y; cos — z sin — x sin 
a a a a a 


sin — z sin — x sin — y; sin — z cos — x cos— y 
a a a a a a 


); y) 
a a Y a a y 


int? sin— (x + y) sin (x ) 
a a a y 
22 22 22 22 
2 cos — X cos — y; sin — z cos — x cos — 
a a a a a 


z sin — xsin — y; cos— z sin — x sin —— 
a a a a a 
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k= - : 4-Type: Dazu wurden beim Ansatz gem. Gl. (4) bzw. (5) die Funk- 


tionen i, bis einschließlich 1 = 4 (entsprechend 25 Funktionen nach Slater°)®) 


und in der Nachbarzelle die Funktionen A, bis einschließlich 1 = 3 (entsprechend 
16 Funktionen nach Slater) aus Tabelle 2 verwendet. Als Randbedingung wurde 
die Übereinstimmung der folgenden Glieder und ihrer normalen Ableitung auf 
dem Spurkreis (s. 8. 235) der Sechseckfläche mit dem Mittelpunkt —+. —+) 
verlangt: 1. absolutes Glied, 2. sin x-Glied, 3. cos 2 x-Glied, 4. sin 3 x-Glied. Dies 
sind acht Bedingungen, die ein lineares, homogenes Gleichungssystem fiir die acht 
unbestimmten Koeffizienten A,,,, bzw. A} „ aufstellen. Die gesuchten Eigenwerte 
sind dann diejenigen, für die die Koeffizientendeterminante verschwindet. Bei 
der A-Type —a sich bei Bestimmung von E durch graphische aa 


E—0,44 0,96 und 1,94 
entsprechend 1%. 10% und 11% Fehler. 


yund £-Type: Dazu wurden in einer Zelle beim Ansatz gem. Gl. (4) die Funktionen 
((v, &))), bis einschließlich 1 = 4 (entsprechend 25 Funktionen nach Slater) aus 
Tabelle 2 verwendet. Anwendung von JM,,, (s.?)) auf die Funktion 


u(x + e, y—e, 2—2) = u(x, y,2) + 


anstatt 


ergibt 


Wie aus Tabelle 6 (s.2)) ersichtlich, sind beide Ausdrücke bis aufs Vorzeichen 
gleich, und zwar tritt das positive Vorzeichen bei der »-Type, das negative bei der 
&-Type auf. Daraus folgt durch Koeffizientenvergleich: Die durch Gl. (5) gegebene 
Funktion muß bei festem é, z. B.£E = & und r,z. B.r = r,in a gerade oder ungerade 
sein, je nachdem ob es sich um eine v- oderé-Type handelt, während sich die nor- 
male Ableitung gerade umgekehrt verhält. Dann folgen die Randbedingungen: 


v-Type §-Type 
sin x, sin 2x, sin 3x-Glied = 0 cos Ox, cos x, cos 2 x-Glied = 0 


und die normale Ableitung des 
cos 0x, cos x, cos 2x-Gliedes = 0 | sin x, sin 2x, sin 3x-Gliedes = 0. 


Damit erhält man für die Energiewerte: 


E =0,83 2,485 1,5 
anstatt = 0,8716 2,179 
entsprechend 5% 14% 31%(!) Fehler. 


k, = 0: Die Randbedingungen sind hier ähnlich wie bei der »-£-Type, wie aus 
iuhamass, analog zu den dort gemachten, folgt, hier allerdings bei Anwendung 
des Operators J, der der positiven oder —— page epee entspricht und 


Symmetrie bzw. Antisymmetrie zum Punkte 5) oder dem translatorisch 
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damit Punkte +: 


a 
betrachteten 6-Eck-Fläche fordert. Die durch Gl. (5) gegebene Funktion muß dann 
etwa auf dem Spurkreis symmetrisch bzw. antisymmetrisch sein gegenüber der 
Vergrößerung des Arguments x um 180°. 


, dem Mittelpunkt der schon mehrfach 


e-Type | e’-Type. 


Dazu Verwendung der Funktionen (e,), bis einschließlich 1 = 4 (entsprechend 


25 Funktionen nach Slater) und der & 
Randbedingungen: 
sin x-Glied = 0 cos 0x und cos 2 «-Glied = 0 ei 
normale Ableitung des cos 0 « und normale Ableitung des sin x-Gliedes 
cos 2 x-Gliedes = 0 = (0 


tangentiale Ableitung des'®) sin x- 
Gliedes = 0 


tangentiale Ableitung des'®) cos 0x- 


| 
Gliedes — 0. 


Damit erhält man: 


EK = E = 1,36") 1,56 | 1,4 
anstatt E=1,307 1,743 1,307 
entsprechend 4% 10% ae 7% Fehler. 


x-Type x -Type. 
Dazu Verwendung der Funktionen x, bis einschließlich 1 = 6(7)2°) (entsprechend 
49 (64) Funktionen nach Slater) und der Randbedingungen: 


sin 3x-Glied = 0 cos Ox, cos 6x-Glied = 0 

normale Ableitung des cos Ox-Gliedes | normale Ableitung des sin 3x-Gliedes 
0 

tangentiale Ableitung des !®) sin 3x- tangentiale Ableitung des!®) cos Ox- 

Gliedes = 0 Gliedes = 0 

tangentiale Ableitung der'*) normalen tangentiale Ableitung der'®) normalen 


Ableitung des cos Ox-Gliedes = 0 Ableitung des sin 3x-Gliedes = 0. 


Damit erhalt man: 


| 1,99 
anstatt E = 1,307 RS 1,307 1,743 
entsprechend 3% k 2,5% 14% Fehler. 


y'-Type. 


Dazu Verwendung der Funktionen (y,), bis einschließlich 1 = 5 (entsprechend 
36 Funktionen nach Slater) und der Randbedingung: 


cos 2x und cos 4x-Glied = 0 ; 
normale Ableitung des sin x-Gliedes = 0, 2 


18) Die tangentiale Ableitung wurde mitverwendet, um genügend Bestimmun 
gleichungen für die unbekannten Koeffizienten zu erhalten. 
h 19) Setzt man an Stelle der tangentialen Ableitung des sin x-Gliedes das sin 3a- 
- Glied = 0, so ergibt sich Z = 1,49, entsprechend 14%, Fehler. en 
20) Die Funktion x, wurde nur für die «’-Type mitverwendet. eae 
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rfach Damit erhält man 


dann 
r der anstatt E = 1,743. 


entsprechend 4%, Fehler. 


Die sich bei der Leergitterprobe ergebenden Fehler liegen zwar um eine Größen- 
ordnung höher als bei der Berechnung für das Kubisch-Raumzentrierte Gitter in 
der Arbeit von von der Lage und Bethe**), das ist jedoch nicht erstaunlich. 
Wenn man nämlich berücksichtigt, wie stark das Stumpftetraeder im Gegensas. 
zum Stumpfoktaeder von der Kugelgestalt abweicht, so leuchtet es ein, daß das 
Verfahren in diesem Falle auch bei exakt richtigem Potential V = 0 nicht so gut 
des konvergiert wie in jenem. Hinzukommt, daß bei von der Lage und Bethe 
wegen der höheren Symmetrie bei geringerem Rechenaufwand durchweg Funk- 
Ix- tionen bis 1 = 6 verwendet wurden. Dieser Wert konnte hier nur bei x und x’ 
erreicht bzw. überschritten werden. Dennoch sind die Ergebnisse weit besser als 
nach der Slaterschen Methode mit einem Ansatz von vier Funktionen pro Ele- 


mentarzelle. 


hend 


5. Die Berechnung des Potentials und der radialen Eigenfunktionen 


Die Berechnung der Energiebänder im wirklichen Diamantkristall erfolgt in 
genau der gleichen Weise wie bei der Leergitterprobe. Jedoch darf hier die poten- 
tielle Energie nicht mehr gleich null gesetzt werden, vielmehr muß an Stelle von 

end V = 0 ein radialsymmetrisches, der Wirklichkeit möglichst nahekommendes Po- a 
tential der Berechnung zugrunde gelegt werden. Dieses Potential setzt sich aus ae 
drei Anteilen zusammen: 

les 1. Dem Anteil vom Kern, re 

2. Dem durch die radialsymmetrische Anordnung der beiden 1 s-Elektronen ae 

)x- hervorgerufenen Anteil. : 

3. Dem von drei weiteren Elektronen herriihrenden Anteil. 

len (Der Einfluß der Ladung des sechsten Elektrons in einem durch das Pauli- 
Prinzip gebotenen Abstandes wurde hier nicht berücksichtigt!) 

Der Beitrag des Kerns zur potentiellen Energie beträgt in atomaren Einheiten: 


D 
Oe 


(11) 
Für die beiden 1s-Elektronen wurde die Ladungsverteilung nach A. Jucys?) : 
beim freien Atom zugrunde gelegt in der Annahme, daß sich die Verteilung der a 
beiden 1s-Elektronen beim freien Atom nicht wesentlich von der im Diamant- 
nd kristall unterscheidet. Die radiale Verteilung der beiden 1 s-Elektronen ist gegeben 


co 
durch die Funktion Py (9) mit der Normierung f Py (e)do = 1. Dann ist die La- 


dungsdichte o in atomaren Einheiten gegeben durch o(o) = 2 Py/420?. Aus 


der Beziehung 


[o(&)&d 


tod) 


*1) A. Jueys, Proc. Roy. Soc. London (A) 173, 59 (1939). 
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folgt schließlich für den Anteil an der er Energie: 


Die Auswertung der beiden Integrale erfolgte nach der Besselschen Formel. 

Die restlichen drei Elektronen wurden als gleichmäßig verteilt über die Kugel 
vom Radius 0, (s. S. 236) angenommen. Aus der Gl. (2) folgt schließlich für den 
Anteil an der ‚potentiellen Energie in atomaren Einheiten 


V, = 2,156 — 0,1650 02. (14) 


Die gesamte, in Gl. (8) einzusetzende potentielle Energie V errechnet sich dem- 
nach aus den Gin. (11), (13) und (14) als Summe von V, + V, + V,. Ihr doppelter 
Wert ist in Tabelle 5 in Abhängigkeit vom Radius angegeben: 


Tabelle 5 
Die doppelte potentielle Energie 2 V in atomaren Einheiten eines Elektrons innerhalb 
einer Elementarzelle des Diamantkristalls in Abhängigkeit vom Kernabstand o 


o = 0,2252 V = —34,505 ( 2V = —4,8479 
25 —30,058 | — 4,0200 
275 — 26,523 — 3,3603 
30 — 23,647 —2,8319 
325 —21,268 —?,4000 
35 —19,270 
375 — 17,577 £ — 1,1636 

—16,123 | ) —1,5520 
—14,855 | —1,3481 
— 13,746 —1,2019 
— 12,765 — 1,0859 
—11,892 | 2 — 1,0080 
—11,111 | 0,9578 
— 10,406 

9,763 

9,178 

8,646 

8,158 

7,707 

7,290 

6,9049 

6,5479 

6,2152 


5,9038 


Damit sind wir in der Lage, die Gl. (8) numerisch zu integrieren. Für das 
Intervall o = 0,01... 0,04 wurde die Funktion (o R,) als Potenzreihe mit unbe- 
stimmten Koeffizienten, angesetzt. V wird in diesem Intervall angenähert durch 


die Funktion V, = —-— rs 13,125. Mit den so erhaltenen Anfangswerten wurde 


die Gl. (8) nach der Methode von Störmer?) integriert. Damit erhält man den 
Verlauf der Funktion o R, in Abhängigkeit vom Kernabstand o. In der Tabelle 6 
sind die für die weitere Rechnung benötigten Funktionswerte R, o! und die zuge- 
hörigen Ableitungen zusammengefaßt. 


2) §. z.B. G. Schulz, Formelsammlung zur praktischen Physik, Berlin 1945 
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Tabelle 6 
verte von R,/o' = X: (e), X; (e)und (X}/e)’ für @ = 2,087 in Abhängigkeit von / und E, soweit sie 


berechnet wurden 


1 


> 


3 


4 


—1,016 


—0,889 


—0,762 


—0,635 


—0,0482 
—0,0- 60 
—0,10678 
—0,0222 
—0,0387 
—0,08940 
—0,00424 


0)" | —0,03145 


| —0,07 01 
0,0186 
—0,0326 

—0,058145 
0,03415 
—0,0322 
—0,04405 

_  0,04706 
—0,0336 


—0,000007 
0,07315 

\ —0,00504 
0,008691 
0,07412 

—0,0561 
0,01655 
0,07310 

—0,0625 
0,02360 
0,07145 

—0,0687 
0,02961 
0,06793 

—0,0748 


| —0,02296 


0,06446 


—0,00932 


0, 283 
0,05226 
—0,01716 
0,0275 
0,04127 


0,0275 
0,03155 
—0,02693 
0,0280 
0,02295 


| —0,02936 


0,0288 
0,015375 
—0,03044 
0,0298 
0,0087465 | 


| —0,02035 


0,02083 
0,003003 
—0,02928 
0,0319 
—0,001945 
—0,02738 
0,0328 
—0,006110 
—0,02483 
0,0335 


| —0,009709 
| —0,02164 


0,0340 


0,2572 
0,0171 
0,0423 | 
0,2346 
—0,00295 | 
0,0398 
0,2147 


0,0204 


0,0388 
0,1944 
—0),0353 
0,0385 
0,1763 
—0,0482 
0,0395 
0,1594 
—0,0590 
0,0411 
0,1437 | 
—0,0677 
0,0429 
0,12915 | 
—0,0747 
0,0451 | 
0,1156 | 
—0,0803 
0,0478 | 
0,1032 | 
—0,0845 
0,0508 
0,09164 
—0,0873 
0,0537 | 


0,47716| 
0,1189 
0,0567 | 
0,4479 | 
0,0868 
0,0484 
0,4202 | 
0,0576 | 
0,0437 
0,3939 | 
0,0312 | 
0,0424 
0,3689 
0,0075 
0,0393 | 
0,3452 
—0,0140 
0,0386 
0,3228 
—0,0331 
0,0381 
0,3015 | 
—0,0501 
0,0414 
0,28145 | 
—0,0653 
0,0400 
0,2624 
—0,0784 
0,0416 | 
0,2444 
—0,0901 
0,0443 
0,2274 


0,0475 
0,2113 
—0,1087 
0,0505 
0,1961 
— 0,1156 
0,0534 


6. Die Bestimmung der Eigenwerte 


0,57255 
0,1238 
0,0471 
0,5441 
0,0922 
0,0440 
0,5168 
0,0636 
0,0395 
0,4085 


0,0372 | 
0,0392 | 
0,4659 | 
0,0129 | 
0,0371 | 


0,4423 
—0,0094 
0,0361 
0,4191 
—0,0295 
0,0352 
0,3976 
—0,0482 
0,0360 


0,3765 | 


—0,0649 
0,0368 
0,3566 

—0,0800 
0,0384 


0,4711 


—0,0448 | 


0,44965 | 


0,061 9 | 


0,4311 


—0,0779 | 


0,3376 | 


—(),0936 
0,0404 | 
0,3195 | 


—0,10025 |—0,1061 | 


0,0436 
0,3021 
—0,1168 | 
0.0461 
0,28535 
—0,1265 
0,0496 | 


—0,0891 
0,0326 
0,4545 

—0,1027 
0,0345 
0,4372 

—0,1154 
0,0370 
0,4204 

—0,1270 

0,0397 


Ausgehend von Gl. (5) können mit diesen Werten die Energieeigenwerte in 
genau derselben Weise wie bei der Leergitterprobe berechnet werden. Die Rech- 
nung liefert bei Verwendung der gleichen Randbedingungen die in der Tabelle 7 


zusammengestellten Werte. 


In dieser Tabelle sind die Fehler der Leergitterprobe mit aufgenommen; diese 
haben hier zwar keine quantitative Bedeutung, jedoch geben sie einen Hinweis auf 
die VerlaBlichkeit der einzelnen Energiewerte. In der Abb. 5 sind die Ergebnisse 


= 1,143 | X, 0,6877 
ugel X; 0,1149 
den (Xi/o 0,08465 
0,0880 
Xı/o 0,0319 
(14) ue 0.6396 
’ 
0,0630 
0,0289 
“pe 
‘ 
le 0,5934 
x 0,0168 { 
(Xi/o 0,0309 
—0,508 | X, : 
79 Xi « 
(Xi/e 
> 0381 X, 
19 (Xi/o) 
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—0,127 | Xı 
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Tabelle 7 


Die Energieeigenwerte für k, = 0 und k, beim Diamantgitter nach der Zellenmethode 
C 


k,=0 


Type E Fehler bei der : Fehler bei der 
yP Leergitterprobe Leergitterprobe 


| 
| o 
—0,772 —0),575 1%, 


—0,038 23) —0,343 5%, 
0.013 0,159 31% 
0,395 2,59 } 0,171 11%, 


der Tabelle 7 graphisch dargestellt. Zwischen k, = 0 und k, = —sind die Energie- 


werte nach Maßgabe der Verträglichkeitsbedingungen durch willkürliche Kurven- 
züge miteinander verbunden. 

Aus der Abbildung geht hervor, daß die Breite des besetzten Bandes AZ = 
0,648 atomare Einheiten, entsprechend 18,5 eV beträgt. Dies ist in guter Überein- 
\ stimmung mit dem neuesten Wert von 
Chalklin’), der 16+2eV angibt. 
Weniger gut ist der Wert der Isolator- 
lücke, die nur AE = 0,051 atomare 
Einheiten, entsprechend 1,4 eV breit 
ist, gegenüber dem aus der Absorption 
im UV bei 1700 A folgenden 6 bis 7 eV’) 

_ entsprechenden Wert. Diese schlechte 
CE Übereinstimmung soll uns veranlassen, 
nach Fehlerquellen der Zellenmethode 
zu suchen. 


7. Diskussion der Fehlermöglichkeiten 

Der Hauptfehler rührt zweifellos 
von der schlechten Konvergenz der ver- 
wendeten Methode her, die schon bei 
der Leergitterprobe festgestellt wurde 
(s. S. 241ff.). Wir werden sehen, daß 
dies auch die praktisch allein ins Ge- 
wicht fallende Fehlerquelle bleiben wird. 
Dazu wollen wir die potentielle Energie 
V näher untersuchen. 

Wir hatten zur Berechnung von V 
eine Ladungsverteilung zugrunde ge- 
legt, die sich zusammensetzt aus den 
Anteilen vom Kern, den zwei 1 s-Elek- 
tiv richtig) tronen und drei weiteren Elektronen 


Abb. 5. E(f) für die k,-Richtung beim Dia- 
mant. (Die Verbindungen der Energiewerte 


bei ,=0 und k, = = sind nur qualita- 


3) Hier wurden die in der Fußnote von S. 242 angegebenen Randbedingungen ver- 
wendet. Trägt man nämlich die nach den anderen Randbedingungen erhaltene Funktion 
mit den Werten des Spurkreises über x auf, so zeigt sich wegen des nicht unterdrückten 
sin 3x-Gliedes eine starke Abweichung von der geforderten Symmetrie. Der Unterschied 
dersich bei beiden Randbedingungen ergebenden Energiewerte ist überdies im Gegensatz 
zu der bei der Lerrgitterprobe gemachten Erfahrung unerheblich. 
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der L-Schale (s. 1,5). Diese drei Anteile hatten wir als radialsymmetrisch ange- 
nommen. Das ist zweifellos nicht streng richtig. Um der Abweichung von der 
Kugelsymmetrie Rechnung zu tragen, entwickeln wir V nach Kugelflächen- 
funktionen. Wegen der Gittersymmetrie kann diese Entwicklung nur von der 
Form sein: 

V (x, y, 2) = Vo(o) + zy2+ (15) 


Dabei ist V, im wesentlichen identisch mit der bisher verwendeten potentiellen 
Energie, lediglich der Anteil der drei Elektronen der L-Schale bedarf einer gering- 
fügigen Korrektur. Die Anordnung dieser Elektronen ist obendrein für die Be- 
rechnung der Energiewerte verhältnismäßig unkritisch. Um das nachzuprüfen, 
wurden diese drei Elektronen abweichend von der Verteilung über die Kugel vom 
Radius o, (s. 7,5) ausschließlich zwischen den Radien 9 = 0,8 znd o = 1,6 atomare 
Einheiten gleichmäßig verteilt. Mit der Differenz des sich ergebenden Potentials 
und dem bisher verwendeten wurde für die Typen e und ¢’ eine Störungsrechnung 
durchgeführt. Die sich ergebenden Korrekturen waren für beide Typen gleich. 
Damit ist gezeigt, daß eine falsche Annahme über die Verteilung der drei Elek- 
tronen der L-Schale kaum für das schlechte Ergebnis bei der Berechnung der 
Energiedifferenz der Isolatorlücke verantwortlich zu machen ist. 


Es bleibt daher nur der Einfluß des letzten Gliedes in Gl. (15) abzuschätzen. 
Dazu wollen wir uns den Verlauf der Funktion x yz auf der Sechseckfläche mit 


dem Mittelpunkt (4.- : = genauer ansehen. (Für die anderen Sechseck- 


4’ + 

flichen gelten die Betrachtungen natiirlich ebenso!). Auf dem in Abb. 6 einge- 
zeichneten gleichseitigen Dreieck verschwindet die Funktion. Im Inneren und 
Äußeren hat sie demnach verschiedenes 
Vorzeichen. Die Funktion wu (s. Gl. (5)) 
ihrerseits ist auf dem Spurkreis bei der 
é(e’)-Type von der Form u, = a+ b-cos 2x 
(u=a-sinx + b-sin3«). Zur Durch- 
führung der Störungsrechnung hat man 
diese Funktion zu quadrieren. Dabei steht 
es einem frei, die Quadrate der beiden 
weiteren, mit ihr entarteten Funktionen 
4, und Us, die aus u, entstehen, durch An- 
wendung des Operators D,,, (s.*)), der 
Drehung um die Raumdiagonale um 120°, 
das heißt Vergrößerung des Arguments x 
um 120° bzw. 240°, dazu zu addieren 
und so das Mittel der Störenergien der 
drei Funktionen zu bilden. Denn jede der Se Se 
drei Funktionen für sich genommen muß (+. 

bei einer Störungsrechnung die gleiche 

Energiekorrektur ergeben. Die so durch Zusammenfassung der drei Funktionen 
U,?, Uy? und u,? gebildete Funktion nimmt bei x = 30°, 150° und 270° dieselben 
Werte an, wie bei x = 90°, 210° und 330°. Dies sind jedoch die Punkte, an denen 
die Funktion x y z und damit das Störglied in Gl. (15) verschiedene Vorzeichen hat; 
daher erscheint der Erfolg einer Störungsrechnung von vornherein fraglich. Denn 


Abb.6. Vorzeichen von x yz auf der Sechs- 
eckfläche mit dem Mittelpunkt 
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zumindest die Umgebung des Spurkreises wird keinen nennenswerten Beitrag zum 
Integral 
1 


2 
ff w dt Elementarzelle 
Elementarzelle 


V,-zyz-udr 


liefern. Deshalb scheint die Zellenmethode beim Diamantgitter nicht geeignet, 
höchste Anforderungen hinsichtlich Genauigkeit zu befriedigen. 


II. Die Variationsmethode 


1. Erklärung des Verfahrens 


Wir werden in diesen Abschnitt eine andere, unseres Wissens bisher für die 
Berechnung von Energiebändern noch nicht verwendete Methode heranziehen. 
Diese beruht ebenfalls auf den gruppentheoretischen Untersuchungen der voran- 
gehenden Arbeit?) sowie auf qualitativen Ergebnissen des vorangehenden Ab- 
schnitts. Sie wird uns einen recht gut mit der Erfahrung übereinstimmenden Wert 
für die Energiedifferenz der Isolatorlücke liefern. 


Bei der Zellenmethode konnte die Schrödinger-Gleichung bzw. Gl. (8) 
unter Zugrundelegung der numerisch vorliegenden potentiellen Energie V mit 
einem Näherungsverfahren beliebig genau numerisch integriert werden, während 
die Randbedingungen nur für einen kleinen Teil der Zellenoberfläche befriedigt 
werden konnten. In diesem Abschnitt soll der umgekehrte Weg eingeschlagen 
werden. Bei Verwendung der gleichen potentiellen Energie wollen wir ein Varia- 
tionsverfahren anwenden und nur solche Funktionen ansetzen, die von vornherein 
die Randbedingungen an allen Punkten der Zellenoberfläche exakt befriedigen, 
jedoch die Schrödinger-Gleichung zunächst keineswegs lösen. Das sind die Wellen- 
funktionen des freien Elektrons. Wir wollen daher die Funktion u nach ebenen Wel- 
len zerlegen, das heißt, wir wollen eine dreidimensionale Fourier Zerlegung mit 
unbestimmten Koeffizienten machen. Dabei können wir von vornherein diejenigen 
Funktionen weglassen, die nicht den Symmetrieforderungen entsprechen. Das ist 
auch von einfachen Beispielen gewöhnlicher Fourier-Reihen her bekannt. In 
unserem Falle heißt das, wir dürfen nur ebene Wellen mit dem gleichen reduzier- 
ten £-Vektor und der gleichen Darstellungstype verwenden. Für f = (0, 0,0) 


und f= (0. 0, =) finden wir die entsprechenden Funktionen in Tabelle 3 und 4. 


Wir können dann nach dieser Methode jeweils den tiefsten zu einer Type gehöri- 
gen Eigenwert erhalten, indem wir die Koeffizienten so bestimmen, daß die Energie 
zum Minimum wird. Für den tiefsten Eigenwert der Abb. 5, eine x-Type, wird das 
Verfahren leider versagen, weil dies keineswegs der tiefste Eigenwert einer x-Type 
ist. Vielmehr wird sich ein solcher auch im Band der 1 s-Elektronen finden”). 
Dagegen verspricht die Berechnung der Werte der &e- und e’-Type einige Aus- 
sicht auf Erfolg, weil diese Typen dreifach entartet sind und daher im 1 s-Band 
nicht auftreten können. Diese Typen begrenzen aber gerade die Isolatorlücke, 
wie wir im vorigen Abschnitt gesehen hatten. Wir können daher hier nach einer 
gänzlich anderen Methode die Ränder der Isolatorlücke berechnen. 


?4) Diese Vermutung erweist sich bei genauerer rechnerischer Nachprüfung als richtig. 
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2. Anwendung auf die e-Type. (Unterer Rand der Isolatorliicke) __ 


Für die Berechnung des Energiewertes der e-Type setzen wir an ®): A Er 
% 


u = |cos — z sin — x sin — y + sin — 2 cos — x cos— Y 
a a a a a a 


2 22 


Te 4 a in‘ 
z+ sin — 
> 8 a 


+ a, sin — x sin— 2 
4 a a’ 


+ | Cos — 2 sin — 7 — Yy— sin — 2 cos— 7 C0S — 
a a a‘ a a a" 


> 


+ Ne 


22% 22 

—— x cos — xcos—y+-:-: 
a a a 

(Die Koeffizienten bei den einzelnen Funktionen sind dabei mit k? a®/n® indiziert, 
das heißt bis auf den Faktor a?/r® mit dem Absolutquadrat des Wellenvektors.) 


Die zugehörige Energie in Abhängigkeit von den a, ergibt sich aus Gl. (1): 


—uAudr 2 V u? 

dr. (17) 
Die Integration hat iiber den Gesamtkristall zu erfolgen, da wir diesen als unendlich 
ausgedehnt annehmen wollen, also über den Gesamtraum. Da die Funktion wu in 
Gl. (16) in allen drei Koordinatenrichtungen periodisch mit der Periode 2a ist, 
genügt es, über einen Würfel mit der Kantenlänge 2a zu integrieren. Man sieht 
leicht ein, daß dann die einzelnen Funktionen in (16) orthogonal sind. 

Eine einfache Rechnung ergibt für das Nennerintegral in Gl. (17) den Wert: 


d= 8a 177 7573 rac (18) 


Da die Anwendung des A-Operators auf die einzelnen Funktionen in (16) diese bis 
auf den Faktor —k? reproduziert, ergibt sich aus G]. (18) der Anteil der kinetischen 
Energie sofort zu: 


nx? [3 
u Au dr = 8a*— |— a} + + 2a + 
Würfel 


11 3 

Tat (19) 
Der Anteil der potentiellen Energie ist etwas schwieriger zu berechnen; wir wollen 
dazu noch etwas umformen: 


SIS2V fff wede. (20) 
Würfel Würfel Würfel 
Dabei ist V, der Wert der potentiellen Energie bei o = 0,*). Da sich u? in zwei 
benachbarten Stumpftetraedern nicht unterscheidet, braucht das erste Integral 
der rechten Seite von Gl. (20) nur über ein Stumpftetraeder integriert zu werden. 
Der Wert des Integrals bleibt dabei bis auf den Faktor 8 unverändert. Da V— V, 
in der Nähe von 9 = @ sehr klein ist, sieht man weiter ein, daß man keinen großen 
Fehler begeht, wenn man die Integration statt über das Stumpftetraeder über die 
Kugel gleichen Volumens und Schwerpunktes erstreckt. Dann geht Gl. (20) 
über in 
fff2Vwdr~s (20a) 
Wiirfel Kugel 
25) Siehe auch Tabelle 3; diese enthalt jedoch nicht alle hier verwendeten Funktionen. 
%) Aus Tabelle 5 ist zu entnehmen: 2 V, = —0,9578 atomare Einh. 
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letzte,über eine Kugel zu erstreckende Integral ist es zweckmäßig, die Funktion w 
nach Kugelfunktionen zu entwickeln; dabei gilt '*): 
to ke cosd 9 . 
— | = . una 
eite eike Vad 21+ Ve (ko) P, (cos 8). (21) 
Die Funktion J,,, ist in Gl. (13) erläutert. 
Bei der Integration über den räumlichen Winkel dQ fallen dabei alle Glieder 


na bis auf das nullte weg, und es ergibt sich mit der Abkürzung g (a0) = sin x - = x: 
of 


+S [1—2@ (2 Y100)+P(2Y 20)1+ 


[1 + (4o0)—p(4 o)—(4 V30)] 


+40, 11 9)] + [p (V3 —29 


| + (9(40)—2p(2V 2 0) 0)] | 
— 44 [p V3 (3 3 0)] + ay ais [0 (2 

+ (V1 g)—2 9 (V199) + V3 


— (V3 @) (3 V3.9) + 29(V11 9) + 19 430) 


Dieser Ausdruck muß noch über 9 von 9 = 0 bis 9, integriert werden. Dabei er- 


geben sich Integrale von der Form: eke 
20 
J (x) =f do. 


Setzt manin diese Ausdrücke für 2 V die Werte aus Tabelle 5 ein, so läßt sich 
die Integration über o nach der Simpsonschen Regel durchführen. Die sich dabei 
ergebenden Werte für J sind in der Tabelle 8 zusammengestellt. 

Setzt man schließlich die sich so ergebenden Werte für die kinetische und po- 
tentielle Energie zusammen, so erhält man für E den Ausdruck: aie = 


tre 


Die Koeffizienten a, müssen nun so bestimmt werden, daß E zum Minimum 

wird. Dazu werden die partiellen Ableitungen des Zählers von E nach den a, 

gleich null gesetzt mit der Nebenbedingung der Konstanz des Normierungsfaktors, 

+ das heißt des Nenners von #. Das ergibt ein lineares Gleichungssystem für die a,. 
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Damit sind bereits sämtliche Integrationen bis auf eine durchgeführt. Für prt 


1 
E (a; = 24 
(as, as, Ay; 42) la: a; ha; + hai, hai, ( ) 
> 
(az - 0,1829 + a} 0,6848 + a? 1,2358 + a}, 1,7551 + a?, 1,0160 Ze 
0,5606 — azag 0,2118 + a,ay 0,2189 
+ Ady 0,7384 + 0,2938 — agay, 0,0482 +- aya). 0,3066). 
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Tabelle 8 


00 a 
Ja) = | <2(V — V,) (x - @)> do für einige spezielle Werte von x Ye 
J X | x J 
0 0 —51,80 2/5 4,4721 —6,1687 
y3 1,7321 —33,04 2V 6. 4,8990 —5,3425 
2 2,0 — 28,550 3/3 5,1962 — 4,8982 
2,8284 —16,54 4/2 5,6569 —4302 
yi 3,3166 —11,678 5,9164 —3,99327) 
3,4641 —10,405 2y 10 6,3246 
4 4,0 — 7,634 43 6,5574 —3,230 27) 
y19 4,3589 — 6,452 4) 3 6,9282 —2,788 27) 


Um zu sehen, wie gut das Verfahren konvergiert, werden mehrere Näherungen 
durchgeführt, bei denen eine immer größere Anzahl der a,—+ 0 gesetzt wird. 
Für jede Näherung werden unabhängig voneinander die Gleichungssysteme gelöst 
und die zugehörigen a, und damit E bestimmt. Das Ergebnis dieser Rechnung 
zeigt Tabelle 9. 


Tabelle 9 
Ergebnisse der verschiedenen Näherungen für das Iterationsverfahren bei der e-Type 


Näherung | az a, | Ag ay Ayg E (atom.E) 
0 1 0 0 P 0 0 0,3658 
1 1 0,4777 | 0 0 0 0,0980 
2 1 0,4673 | 0,08871 0 0 0,0851 
3 1 0,5161 0,08249 —0,1831 0 0,0106 
0.5274 | 0,08027 —0,2008 | 0,2119 —0,0461 


Bei der vierten Näherung abzubrechen, erscheint deshalb sinnvoll, weil bei 
der nächsthöheren e-Funktion k*a*/z? bereits 19 beträgt. Der zuletzt erhaltene 
Energiewert H —= —0,0461 zeigt sich überdies in guter Übereinstimmung mit 
dem nach der Zellbamstheds erhaltenen Wert von —0,038 atomaren Einheiten. 


3 Anwendung auf die e’-Type. (Oberer Rand der Isolatorliicke) 


Bei der Berechnung des Energiewerts der e’-Type ist der Gang der Rechnung 
genau derselbe. An Stelle von Gl. (16) gilt für die e’-Funktion: 
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Damit folgt für die Energie unter Zuhilfenahme der Werte der Tabelle 8 schließ. 
lich die der Gl. (24) analoge Gleichung: 

1 
Ja! + a2 + hai, + fai, 


silks a? 2,0904 + a‘, 1,7551 + ai, 1,0477 + a,a, 0,6977 ae pre 


0,2637 — 0,1299 — agayı 0,9402 — Ayıdıa 0,1068). 


In der gleichen Weise wie bei der e-Type folgt hieraus durch Differentiation 
nach den a, ein lineares Gleichungssystem. Die Ergebnisse der einzelnen Näherun- 
gen sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt: 


E (dg, ag, Ay, G2) = (a; 0,1829 


Tabelle 10 
Ergebnisse der verschiedenen Näherungen für das Variationsverfahren bei oes e’-Type 


E E 


Näherung | a, “u “ı2 atom.E. | atom.E. 


0 0 0 0,3658 0 
entfällt! 
— 0,1880 0 0 0,2346 0,1505 4,07 
—(),2168 —0,1403 0 0,1774 0,1668 451 
— 0,2156 — 0,1379 0,05732 0,1715 0,2176 5,89 


Der hier erhaltene Energiewert ist beträchtlich größer als der nach der Zellen- 
methode erhaltene. Dafiir ist aber die Energiedifferenz der Isolatorliicke mit 


AE = 5,89 eV in guter Übereinstimmung mit der Erfahrung (s. $. 246). 


Diese Arbeit wurde angefertigt am Institut fiir theoretische Physik der Justus- 
Lie big-Hochschule Gießen auf Anregung von Herrn Professor W. Döring, dem 
ich für sein großes Interesse am Fortgang der Arbeit sowie für zahlreiche Anregun- 
gen und Ratschläge zu großem Dank verpflichtet bin. Die Deutsche Forschungs- 
gemeinschaft ermöglichte durch Bereitstellung einer Rechenmaschine die Durch- 
führung der umfangreichen Rechnungen. Ihr sei ebenfalls an dieser Stelle wärmstens 
gedankt. 


Gießen, Institut für theor. Physik der Justus-Liebig-Hochschule. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 16. März 1953.) 
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Eine einfache Anordnung zur Registrierung 
von Raman-Spektren 


Von Josef Brandmüller und Heribert Moser 


Inhaltsiibersicht 


Es wird eine Anordnung beschrieben, die es erlaubt, mit der Raman-Lampe wn 
und dem Raman-Spektrog aphen der Fa. Steinheil, die Raman-Spektren von 
Fiiissigeiten unter Umgehung der photog’aphis. hen Platte mit einem Sekundär- 
elektronenvervielfacher und einem Tintenschieiber zu registrieren. 


Es sind bereits mehrere Anordnungen beschrieben worden, die es erlauben, das 
Raman-Spektrum von Flüssigkeiten direkt unter Umgehung der photographischen 
Platte von einem Tintenschreiber registrieren zu lassen. Die Applied Research 
Laboratories in Amerika und Hilger u. Watts in England bauen direkt-registrierende 
Raman-Apparaturen für industrielle Zwecke. Bei all diesen Anordnungen handelt 
es sich um ziemlich umfangreiche und sehr kostspielige Apparaturen. In Deutsch- 
land ergab sich die Frage, ob man mit den zur Verfügung stehenden Geräten ohne 
allzu großen Aufwand eine befriedigende Registrierung erreichen kann. Eine ein- 
fache Anordnung soll im folgenden beschrieben werden’). 

Wir haben bereits früher gezeigt?), daß der Spektrograph und die Raman- 
Lampe der Firma Steinheil zur Registrierung geeignet sind. Die dort mitgeteilten 
Kurven sind mit dem Galvanometer Punkt für Punkt ausgemessen worden. In- 
zwischen wurde die Anordnung so erweitert, daß das Raman-Spektrum von 
einem Tintenschreiber registriert wird. 

Steht eine 220-Volt-Gleichspannungsquelle mit befriedigender Konstanz zur 
Verfügung, so ist es günstiger, den Hg-S 700-Brenner mit Gleichstrom zu betreiben 
als in der in?) angegebenen Wechselstromschaltung. Man erreicht nämlich damit 
zweierlei: Einmal spart man die magnetischen Spannungskonstanthalter, zum 
anderen ist die Lichtausbeute für die Hg-Linie 4358 A bei Gleichstrombetrieb 
nahezu die doppelte wie bei Wechselstrombetrieb; vgl.*). Die Stabilität der 
Leistungsaufnahme des Brenners wird mit einem Zweifarben-Punktschreiber der Fa. 
Hartmann u. Braun, Frankfurtam Main, der eserlaubt abwechselnd die Stromstärke 
und die Brennspannung zu messen, laufend überprüft. Bei 2 Stunden Brenndauer 
mit 5 Amp. waren die langperiodischen Schwankungen der am Tintenschreiber 
gemessenen Lichtleistung maximal 2%. 


1) Eine weitere Anordnung haben unabhängig von uns H. Luther, G. Bergmann 
u. A. Mühlfeld, Naturwiss. 39, 255 (1952) entwickelt. Eine ausiührliche Arbeit erschien 
inzwischen in Chemie-Ingenieur-Technik 1953, 499. 

*) J. Brandmüller u. H. Moser, Sitz.-Ber. Bayr. Akad. Wiss., Math.-naturw. Kl. 


1952, Nr. 14. 
3) J. Brandmüller, Z. angew. Phys. 5, 95 (1953). a3 
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Hg-Brenner und Streurohr befinden sich in der von Hammer*) entwickelten 
Raman-Lampe. Diese steht unmittelbar vor dem Spalt des Steinheil-Spektro- 
graphen GH mit Raman-Optik der Lichtstärke 1:4. Die Spektrographenspaltbreite 
beträgt 50 u. Es kann die volle Spalthöhe (etwa 13 mm) ausgenützt werden, da 
‚ein gekrümmter Ausgangsspalt (Krümmungsradius 5cm) verwendet wird. Um 
= möglichst gute Ebnung des Spektrums zu erzielen, ist es vorteilhaft, den Spek- 
trographenspalt 3 mm außerhalb der Brennebene der Kollimatorlinse zu stellen 
_ (Kollimatorlinse auf Teilstrich 9). Wird mit Hg-e als Erregerlinie gearbeitet, so 
_ werden die Prismen für die Wellenlänge 4625 Ä (1325 em”! von Hg-e) in Mini- 
-mumstellung gebracht. Man erhält dann,z.B. für unseren Spektrographen bei 
der Kameraneigung 87,5, ein Spektrum, das von Hg-e bis zu den CH-Frequenzen 
etwa 3000 em”! sehr scharf ist. Arbeitet man mit Hg-k, so stellt man zweckmäßig 
* Minimum fiir 4275 A ein. Die entsprechende Kameraneigung ist bei uns 86,8. 
In der Brennebene der Kameralinse, vor der eine Blende mit quadratischer Öff- 
nung (Seitenlänge 35 mm) steht, befindet sich der gekrümmte Photometerspalt, 
‚dessen Breite bei den unten wiedergegebenen Registrierkurven ebenfalls 50 u 
war. Die Spektralspaltbreite ist nach der in Amerika üblichen Definition gleich 
dem Mittelwert von Spektrographen- und Photometerspaltbreite, umgerechnet 
mit Hilfe der reziproken Lineardispersion in Wellenzahlen, und ist unter Berück- 
sichtigung des Vergrößerungsfaktors fxamera//Kollimator — 1,31 bei Hg-e Tem! 

und bei den CH-Frequenzen etwa 11 cem!. 


2bis3cm hinter dem Photometerspalt befindet sich die Photokathode des Multi- 
pliers RCA 931 A, der aus einer größeren Zahl ausgewählt wurde. Der Dunkelstrom 
ist bei 75 V Dynodenspannung 1,2 - 10°® A, bei 90 V ist er 3- 10°® A und bei 100V 
-betrigt er 6-10 ®A. Die Schwankungen sind bei einer Zeitkonstante von 3sec kleiner 
‚als 1% des Dunkelstromes. Der Multiplier ist auf einem Kreuzschlitten montiert, um 
ihn relativ zum Photometerspalt genau einjustieren zu können. Photometerspalt 
und Multiplier können zusammen auf einem Schlitten mit Hilfe einer Schraube 
in der Brennebene verschoben werden (1 Umdrehung der Schraube ist 1 mm in der 
_ Brennebene). Die Schraube wird durch ein Uhrwerk betätigt (1 Umdrehung in 
5 Minuten). Die wahlweise 3 Spannungen (750, 900 und 1200 V) liefert ein stabili- 
-siertes Netzgerät, das im Institut von den Herren cand. phys. von Bezold und 
Burkhardt entwickelt wurde und von Firma Albert Knott, München, serien- 
mäßig hergestellt wird. Die Konstanz der Ausgangspannung ist besser als 0,5%, 
auch über lange Zeiten. Der Photostrom wird verstärkt durch den Meßverstärker 
FH 408 der Firma Frieseke u. Höpfner, Erlangen-Bruck, der bei einem Eingangs- 
_ widerstand von 1,2 MQ verwendet wird. Dieser Verstärker hat 3 Meßbereiche 
0...10mV,0...100 mV und 0... 1000 mV. An den Verstärker ist ein Tinten- 
_ schreiber der Firma Siemens u. Halske angeschlossen, der von Simon’) näher be- 
schrieben wurde. Das Meßwerk des Schreibers hat den Bereich 0..1 mA, der 
 Innenwiderstand beträgt 60002. Mit dieser Anordnung konnten hei einem 
 Probenvolumen von 15 cm?, einer Zeitkonstante von etwa 3 sec und einer Regi- 


_striergeschwindigkeit von etwa 25 cm!/min die hier wiedergegebenen Raman- 
Spektren registriert werden. 

Die Wellenlängeneichung erfolgt mit einem Eisenbogen. Ohne weitere Stabili- 
sierung desselben ist es bei einem Elektrodenabstand von etwa 3 mm und 2A 


4) K. Hammer, Z. angew. Phys. 1, 439 (1949). 
5) G. Simon, Siemens-Zeitschrift 25, 141 (1951). 
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kelten Betriebsstromstärke möglich, das Eisenspektrum mit befriedigender Genauigkeit 
>ktro- zu registrieren. 

breite 
n, da 
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Abb. 1°) zeigt das registrierte Raman-Spektrum von Tetrachlorkohlenstoff. 
Es ist bei 90 V Dynodenspannung und dem empfindlichsten Meßbereich des Ver- 
stirkers aufgenommen. Auf den Registrierstreifen würde der Dunkelstrom bei 


—> om ‘yon 
1000 


tleich 

hnet Abb. 1. Direkt-photoelektrisch aufgenommenes Raman-Spektrum von Tetra- 
chlorkohlenstoff 

rück- 


dieser Empfindlichkeit 0,35 mA betragen. Der kontinuierliche Untergrund vom 


; Hg-Brenner ist etwa 0,4 mA. Dunkelstrom und Untergrund ergeben also zusam- 
lulti- men etwa 0,75 mA. Davon sind im Stokesschen Gebiet 0,65 mA und im Anti- 
trom Stokesschen Gebiet 0,35 mA kompensiert’). Das Intensitätsverhältnis des blauen 
00V Hg-Tripletts ist e:f:g = 1:0,067:0,025. Im selben Verhältnis erscheinen auch die 
— Raman-Linien. Bei den star- 
‚um ken Raman-Linien sind die 
spalt Spitzen etwas abgeschnitten. 
aube Die große Empfindlichkeit 
1 der wurde gewählt, um gerade die 

schwächeren Linien deutlich 
hervortreten zu lassen. Die 
zwei durch Fermi-Resonanz 
auftretenden, nahe beiein- 


ander liegenden und deutlich 

vebseiterten Linien 762 und Abe 2. Registrierphotometerkurve eines photo- 
graphisch aufgenommenen Raman-Spektrum ven 

790 em”! erscheinen gut ge- Tetrachlorkohlenstoff 

trennt. Auch die schwache 


1539 em !-Linie, vermutlich ein Oberton von 770 em}, ist deutlich zu sehen. Dieses 
Spektrum wurde mit ungefiltertem Hg-Licht aufgenommen. Das Hg-Triplett ee, f, g 
wurde mit einer 313mal kleineren Empfindlichkeit registriert wie das Raman- 
Spektrum. 


nem 
egi- 
an- Abb. 2 ist die Registrierphotometerkurve eines photographisch aufgenommenen 
Raman-Spektrums von Tetrachlorkohlenstoff. Man sieht deutlich, daß das 
bili- Signal-Schwankungsverhiltnis hier wesentlich schlechter ist. 


2A *) Die Reproduktion der Abbildungen wurde auf Grund einer Photographie der Re- 


gistrierkurven vorgenommen. Aus technischen Gründen war es nötig, eine Umzeichnung 


anzufertigen, die sorgfältigst ausgeführt wurde. 
’) Beim Hg-Triplett wurde die Kompensation aufgehoben. u 
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Abb. 3 zeigt das Raman-Spektrum von Benzol. Die Dynodenspannung 
ist hier 100 V. Es mußte mit einer größeren Empfindlichkeit wie bei CCl, regi. 
striert werden, da das Hg-Licht mit einem Absorp. 
tionsfilter (mitgeliefert von der Firma Steinheil) 
gefiltert wurde, um die von Hg-k erregten (CH. 
Frequenzen und die schwächeren Hg-Linien, die 
mit den von Hg-e erregten CH-Frequenzen zu- 
sammenfallen würden, auszuschalten. Der Dunkel- 
strom würde auf dem Streifen 0,65 mA betragen. 
der kontinuierliche Untergrund etwa 0,45 mA. Von 
der Summe sind etwa 0,9 mA kompensiert. Die 
Empfindlichkeit ist beim Hg-Triplett etwa 928mal 
kleiner wie beim Raman-Spektrum. Bei den 
starken Raman-Linien 992 und 3049/64 em”! und 
bei Hg-d wurde die Empfindlichkeit um den Faktor 10 
verringert, um die genaue Lage der Linienspitzen 
zu bekommen. Grassmann und Weiler®) haben 
ausführlich das vollständige Raman-Spektrum des 
Benzols diskutiert. Im hier wiedergegebenen Regi- 
strierspektrum sind von den Grundfrequenzen alle 
zu erkennen, deren Intensität in der Grassmann- 
Weilerschen Intensitätsskala größer als 1 ist. 
Von den Kombinationsfrequenzen sind alle zu 
sehen, deren Intensität größer als 2 ist, nämlich 
2949, 3166 und 3187 em". 
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Abb. 3. Direkt-photoelektrisch aufgenommenes Raman-Spektrum von Benzol 
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Dem Vorstand des Physikalischen Instituts, 
Herrn Professor Dr. Walther Gerlach, danken 
wir bestens für sein großes Interesse an dem Fort- 
gang der Arbeit und für die Zurverfügungstellung 
der Hilfsmittel des Instituts. 


®») P. Grassmann u. J. Weiler, Z. Physik 86, 321 
(1933). 
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Miinchen, Physikalisches Institut der Universitat. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 15. Mai 1953.) 


- 


=. 


Verantwortlich 
fir die Schriftleitung: Prof. Dr. Friedrich Möglich, Berlin-Buch, Lindenberger Weg 74; 
far den Anzeigenteil: VEB Georg Thieme, Anzeigenabteilung, Leipzig C 1, Thomaskirchhof 21, 
Ruf 36233). Z Z. gilt Anzeigenpreisliste Nr.3; Verlag: Johann Ambrosius Barth, Leipzig Cl, 
Salomonstr. 18B, Fernruf: 63 105, 63 781. Veröffentlicht unter der Lizenznummer 2385/1264 
2 des Amtes fiir Literatur und Verlagswesen der Deutschen Demokratischen Republik 
_ Printed in Germany Druck: Paul Dünnhaupt, Köthen (IV/5/1) L 123/53 


ya 
| 
e 
4 | 
; | 
| 
R: 
266-4 
=e 609-9 
G 
N 
zu 
M 
—— 
b 
N 
e 
Bi 


6. Folge. 


nung 
regi- Chemisches Praktikum 
sorp- fiir Mediziner und Studierende 
‚heil sonstiger an Chemie interessierter 
Wissenschaften 

x Von Prof. Dr. Robert Schwarz, 
‚ die Aachen 

ZU- und Prof. Dr. Peter W. Schenk, 


nkel- Hannover 
7.,umgearb. Auflage, 117 Seiten mit 1 Abb. 
Agen, im Text. 1954. DIN A 5. DM 4.20 
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= Statistische Thermodynamik 
(Statistical Ihermody namics) 
Von Prof. Dr. ERWIN SCHRODINGER, Dublin 
vide Ins Deutsche übersetzt von Dr. Ww. Bloch, Berlin 

; 105 Seiten mit 6 Abbildungen im Text. 1952. DIN A5. DM 4.— 
Regi- VDI-Zeitsehrift: Das Wetk vermittelt einen überlegenen und tiefen Einblick in 
| alle jene Teile der modernen Physik, bei denen sich die Statistik zuerst als das entschiedene 
Rüstzeug bewährt hat. H. Gebelein 
‘Der Ladenpreis entspricht den Bestimmungen der Preisanordnung Nr. 234 vom 15.7.1949) 
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O A = x 
yeratorenrechnun y 
und Laplacesche Transformation nebst Anwendungen in Physik und Technik 
Von Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. e. h. K. W. WAGNER, Friedrichsdorf (Taunus) 
Mitglied der Deutschen Akademie der Wissenschaften und der Akademien in Boston 
und Stockholm 
2,, verbesserte Auflage. XVIII, 471 Seiten mit 126 Abb. ‘. Text und einem 
Porträt von Laplace. 1950. Gr. 8°. Geb. DM 42.80 
Elektrotechnische Zeitschrift: Das neue Verfahren ist leistungsfähiger als 
die Operatorenrechnung von Heaviside, da es auch dort anwendbar ist, wo die genannte 
Rechnung versagt. Außerdem ermöglicht es auch die Behandlung von Systemen, bei 
denen im Einschaltmoment bereits Energie aufgespeichert ist. Die Abschnitte sind eine 
wahre Fundgrube für den wissenschaftlich tätigen Ingenieur, da eine Fülle von inter- 
essanten Problemen aus der Fernmeldetechnik, Starkstromtechnik, Mechanik usw. an- 
geschnitten werden. 
Das Studium des Buches kann allen wissenschaftlich interessierten Ingenieuren auf das 
wärmste empfohlen werden, da es reichen Nutzen bringt. H. Kafka, VDE 


Größengleichungen, Einheiten, Dimensionen 


Fe Von Dr. phil. Dr.-Ing. e. h. J. WALLOT 


2 _ Honorarprofessor an der Technischen Hochschule Karlsruhe 


VIII, 216 Seiten. 1953. Gr. 8°. Leinen DM 16.35 


Jeder Vertreter der exakten Naturwissenschaften und jeder Techniker hat bei seiner Berufs- 
arbeit zahlenmäßig mit physikalischen Größen zu rechnen. Dabei bereitet die Handhabung 
der Einheiten und Einheitssysteme erfahrungsgemäß auch dem in mathematischen und 
physikalischen Überlegungen nicht Ungeübten immer wieder eigentümliche Schwierigkeiten. 
Der Verfasser will dazu beitragen, diese zu überwinden. Er hat sich seit langem mit dem 
Gebiet beschäftigt, nicht nur durch das Studium der Literatur, sondern auch in zahl- 
reichen Diskussionen und eigenen Arbeiten. Abstrakte erkenntnistheoretische oder mathe- 
matische Untersuchungen sind vermieden; im Vordergrund steht überall die Aufhellung 
der physikalischen Zusammenhänge und die Nutzbarmachung der ganzen Lehre für die 
wissenschaftliche Forschung und technische Entwicklung. 


Uber das quadratische Reziprozitätsgesetz 
im Körper der dritten Einheitswurzeln 
Von Prof. Dr. HEINRICH BRANDT, Halle/Saale 
Vizepräsident der Akademie 
26 Seiten. 1952. 4%. DM 3.40 


(Bildet „Nova Acta Leopoldina“. Abhandlungen der Deutschen Akademie der Natur- 
forscher [Leopoldina] zu Halle/Saale. Neue Folge, Nr. 106. Band 15) 


Die allgemeinen Reziprozitätsgesetze und im besonderen das quadratische, wurden schon 
vielfach bearbeitet, wobei bemerkenswert Tiesultate erzielt worden sind. Die Anwendung 
auf konkrete Fälle kann jedoch noch zu wenig befriedigen. Der Verfasser hat es deshalb 
unternommen, neue Zugänge zu diesem Gesetz zu finden. Aus seiner Darstellung, die 
etwas breiter gehalten ist, um auch Lesern, die nur einige Kenntnisse aus der elemen- 
taren Zahlentheorie mitbringen, zu gewinnen, leitet der Verfasser eine sehr einfache 
Formulierung des quadratischen Reziprozitätsgesetzes ab, welche in genau derselben 
Form für alle einklassigen Zahlkörper und soweit zu übersehen ist, auch für einklassige 
algebraische Zahlkörper überhaupt gültig ist. 


(Die Ladenpreise entsprechen den Bestimmungen der Preisanordnung Nr. 234 vom 15. Juli 1949.) 
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